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本 书 从 鲁 棒 控 制 理论 最 基本 的 定义 和 概念 人 手 ， 引 用 了 Doyle 的 《反馈 控 
制 理论 》 和 周 克敏 的 《和 鲁 棒 和 最 优 控制 》 的 一 些 基本 理论 和 方法 ， 并 根据 作者 
多 年 鲁 棒 控 制 理论 的 教学 经 验 以 及 历届 学 生 对 和 鲁 棒 控 制 课程 的 反馈 信息 ， 结 合 
作者 在 鲁 棒 控制 理论 所 取得 的 研究 成 果 ， 从 频 域 和 时 域 两 个 角度 ， 由 浅 人 深 、 
循序 渐进 地 阐述 了 重 棒 控 制 的 基本 理论 和 方法 。 本 书 主要 分 两 个 部 分 ， 频 域 部 
分 主要 来 源 于 前 人 的 研究 成 果 ， 是 对 前 人 研究 成 果 的 归纳 与 总 结 ; 时 域 部 分 主 
要 来 源 于 作者 的 部 分 研究 成 果 ， 是 对 作者 研究 成 果 的 提炼 和 升华 。 

本 书 可 用 于 控制 科学 与 控制 工程 专业 以 及 自动 化 、 机 械 、 电 子 、 通 信 、 计 
算 机 、 数 学 等 相关 专业 的 研究 生 教材 ， 也 可 作为 从 事 鲁 棒 控 制 研究 、 教 学 人 员 
的 参考 书 。 
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自 1972 年 加 拿 大 多 伦 多 大 学 Davison 教授 首次 提出 鲁 棒 控制 概念 以 来 ， 鲁 
棒 控 制 理 论 就 吸引 了 学 者 们 的 广泛 关注 。 通常 意义 下 ， 和 鲁 棒 控制 就 是 要 试图 描述 
被 控 对 象 模型 的 不 确定 性 ， 并 估计 在 某 些 特定 界限 下 达到 控制 目标 所 留 有 的 自由 
度 。 和 鲁 棱 控制 研究 的 主要 内 容 是 系统 存在 模型 不 确定 性 和 外 界 干 扰 时 如 何 设计 控 
制 器 使 得 相应 的 闭环 系统 具有 期 望 的 性 能 。 至 今 ， 鲁 棱 控 制 理论 也 是 控制 理论 与 
应 用 领域 里 的 热点 研究 方向 之 一 。 几 十 年 来 ,和 鲁 棒 控制 研究 成 果 浩 如 烟 海 ， 不 计 
其 数 。 最 有 影响 力 的 当 属 Zames 的 玉 。 控制 理论 ，Doyle 的 反馈 控制 理论 ， 以 及 
San Francisco 的 鲁 棒 自 适应 控制 理论 。 现在, 鲁 棒 控制 理论 和 方法 的 研究 已 经 形 
成 了 几 个 重要 分 支 , 并 建立 了 各 自 完整 的 理论 体系 , 如 : Lyapunov -Razumikhin 与 
Lyapunov-Krasovskii 鲁 棒 稳 定性 理论 , Kharitonov 区 间 理 论 , HInfinity 控制 理论 ， 
结构 奇异 值 理 论 ， 参 数 空间 法 ， 多 项 式 方法 ，Riccati 不 等 式 、 线 性 矩阵 不 等 式 方 

前 人 对 和 鲁 棒 控制 理论 和 方法 做 了 系统 深入 的 研究 和 总 结 ， 相 应 的 鲁 棱 控制 闭 
作 层 出 不 穷 , 如 : Doyle 的 《反馈 控制 理论 》，San Francisco 的 《和 鲁 棒 自 适应 控制 》， 
周 克敏 的 《和 鲁 棒 和 最 优 控制 》，Anderson 的 《不 确定 模型 和 和 鲁 棒 控制 》，Goodwin 
的 《和 鲁 棒 控 制 系统 设计 》，Hale 的 《 泛 函 微分 方程 导论 》，Boyd 的 《线性 矩阵 不 等 
式 》 等 , 这 些 著作 建立 在 鲁 棒 控 制 各 个 分 支 的 研究 基础 之 上 , 对 和 鲁 棒 控制 理论 和 方 
法 的 各 个 层面 做 了 深入 的 阐述 , 是 鲁 棒 控 制 理论 赖 以 发 展 的 基石 和 瑰宝 , 也 是 鲁 棒 
控制 研究 最 重要 的 工具 书 和 基础 书籍 ， 对 后 来 的 研究 者 产生 了 巨大 而 深远 的 影响 ， 
使 得 鲁 棒 控 制 理论 研究 领域 一 直 保持 着 活力 与 挑战 性 。 随 着 控制 对 象 的 日 益 复 杂 、 
控制 目标 的 不 断 提高 以 及 相关 技术 的 飞速 发 展 ， 重 棒 控 制 理论 必 将 得 到 快速 发 展 ， 
并 不 断 显示 其 永久 的 生命 力 。 

为 推广 鲁 棒 控制 理论 在 我 国 的 发 展 , 许多 学 者 在 吸取 前 人 研究 成 果 的 基础 上 ， 
结合 自己 的 研究 成 果 , 对 鲁 棒 控 制 理论 和 方法 作 了 详细 总 结 和 挖掘 , 鲁 棒 控 制 理 论 
的 著作 与 教材 在 国内 也 不 断 涌现 ， 如 : 黄 琳 的 《稳定 性 与 鲁 棒 性 的 理论 基础 》， 冯 
纯 伯 等 著 的 《和 鲁 棒 控制 系统 设计 》，， 申 铁 龙 的 《五 控制 》，, 贾 英明 的 《 鲁 棒 万 控 
制 》 等 。 对 于 刚刚 入 门 的 研究 者 来 说 , 一 本 基础 的 鲁 棒 控制 理论 书籍 就 是 他 们 通 往 
鲁 棒 控制 理论 研究 领域 的 捷径 。 一 方面 , 好 的 鲁 棒 控制 理论 书籍 可 以 使 初学 者 容易 
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入 门 , 可 以 在 通俗 易 懂 、 详 细 全 面 的 书籍 中 开始 他 们 和 鲁 棒 控 制 的 研究 之 路 。 另 一 方 
面 , 好 的 鲁 棒 控制 理论 书籍 也 可 以 使 大 学 教授 更 容易 传授 知识 , 可 以 深入 浅 出 地 激 
发 学 生 对 深奥 难 懂 的 鲁 棒 控 制 理论 的 兴趣 ， 从 而 推动 鲁 棒 控 制 理论 的 发 展 。 

该 书 就 是 在 这 样 思 路 的 引导 下 ,从 鲁 棒 控制 理论 最 基本 的 定义 和 概念 入 手 , 引 
用 了 Doyle 的 《反馈 控制 理论 》 和 周 克 敏 的 《 鲁 棒 和 最 优 控制 》 的 一 些 基 本 理论 和 
方法 ， 并 根据 作者 多 年 的 鲁 棒 控 制 理 论 的 教学 经 验 以 及 历届 学 生 对 和 鲁 棒 控 制 课程 
的 反馈 信息 ， 结 合作 者 在 鲁 棱 控制 理论 所 取得 的 研究 成 果 ， 从 频 域 和 时 域 两 个 角 
度 , 由 浅 入 深 , 循序 渐进 地 阔 述 了 重 棒 控制 的 基本 理论 和 方法 。 该 书 主要 分 两 个 部 
分 , 频 域 部 分 主要 来 源 于 前 人 的 研究 成 果 , 是 对 前 人 研究 成 果 的 归纳 与 总 结 ; 时 域 
部 分 主要 来 源 于 作者 的 部 分 研究 成 果 , 是 对 作者 研究 成 果 的 提炼 和 升华 。 作 者 试图 
建立 清晰 易 懂 的 鲁 棒 控 制 理论 体系 , 希望 该 书 能 激发 青年 学 生 了 解 、 研 究 鲁 棒 控 制 
理论 的 兴趣 , 并 进一步 开启 青年 学 生 进行 鲁 棒 控 制 研究 的 大 门 ; 同时 , 也 希望 为 推 
动 鲁 棒 控 制 理论 进一步 的 发 展 起 到 抛砖引玉 的 作用 。 
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控制 系统 的 设计 通常 包括 下 面 三 个 主要 步骤 : 

(1) 系统 建 模 ， 如果 需要 , 可 以 通过 简化 模型 代替 机 理 模 型 ; 

(2) 分 析 系 统 模型 , 确定 恰当 的 性 能 指标 ; 

(3) 设计 控制 器 以 满足 性 能 指标 。 

在 工程 中 ， 对 给 定 对 象 进行 控制 系统 设计 ， 绝 不 是 对 系统 加 一 个 反馈 那么 简 
单 ,必须 从 系统 的 整体 性 能 出 发 来 确定 控制 系统 。 它 不 仅 要 能 在 现 有 条 件 下 作出 一 
个 良好 的 设计 , 还 需要 能 预见 什么 情况 下 性 能 指标 是 无 法 达到 的 。 因此 , 反馈 控制 
理论 非常 重要 。 

在 设计 控制 系统 之 初 , 一 个 首要 的 问题 是 对 系统 进行 建 模 。 关于 模型 , 有 必要 
区 分 下 面 四 个 概念 : 

(1) 实际 的 物理 系统 : 客观 存在 的 系统 。 

(2) 理想 的 物理 模型 : 通过 把 一 个 实际 的 物理 系统 按 结构 分 解 成 理想 的 模块 而 
得 到 的 模型 。 

(3) 理想 的 数学 模型 : 将 物理 规律 和 化 学 规律 应 用 到 理想 的 物理 模型 上 而 得 到 
的 模型 , 典型 的 数学 模型 是 用 非 线 性 偏 微分 方程 所 表示 的 。 理 想 的 数学 模型 一 般 比 
较 复杂 而 不 易于 处 理 , 因此 需要 进一步 简化 模型 。 

(4) 简化 的 数学 模型 : 将 理想 的 数学 模型 通过 线性 化 、 简 化 、 合并 处 理 等 方法 
而 得 到 的 简化 模型 。 

我 们 用 数学 模型 表示 物理 系统 是 为 了 理论 设计 的 需要 , 然而 需要 了 解 的 是 , 没 
有 一 个 数学 模型 可 以 准确 地 描述 实际 的 物理 系统 , 因为 总 是 存在 着 不 确定 性 、 非 线 
性 等 未 知 的 动态 。 不 确定 性 的 主要 来 源 有 两 个 : 一 个 是 不 可 预见 的 系统 动态 特性 ; 
二 是 未 知 的 干扰 输入 。 由 于 系统 存在 着 不 确定 性 , 这 就 意味 着 即使 知道 系统 的 输入 
也 无 法 准确 预见 其 输出 。 这 就 给 控制 系统 设计 提出 了 一 个 严峻 的 挑战 : 在 系统 存在 
着 不 确定 性 的 情况 下 ,也 要 求 控制 系统 达到 一 定 的 性 能 指标 。 

一 般 来 说 , 设计 控制 系统 的 时 候 需要 预先 给 定 一 定 的 控制 目标 。 控 制 系统 的 目 
标 就 是 通过 控制 某 些 输入 使 得 系统 输出 达到 所 要 求 的 形式 。 最 基本 的 控制 目标 就 
是 稳定 , 这 是 系统 能 正常 运行 的 首要 条 件 。 其 次 还 需要 一 定 的 性 能 指标 , 如 使 系统 
的 输出 y 和 参考 信号 之 间 的 偏差 尽 可 能 的 小 (跟踪 问题 )。 例 如 : 民用 飞机 的 垂直 
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方向 上 的 加 速度 应 当 小 于 一 定 值 以 使 乘客 和 舒适。 系统 的 不 确定 性 普遍 存在 , 璧 如 控 
制 对 象 的 模型 化 误差 和 未 知 参数 ， 以 及 传感器 噪声 和 外 部 扰动 等 等 。 风 此 , 控制 系 
统 的 设计 与 实现 , 要 求 存在 术 知 不 确定 性 的 情况 下 , 仍然 能 使 系统 稳定 并 保持 所 希 
望 的 性 能 。 这 就 是 所 谓 的 不 确定 性 系统 的 鲁 棒 控 制 。 

鲁 棒 控 制 的 早期 研究 主要 在 微 摄 动 的 不 确定 性 , 即 敏感 性 分 析 问 题 上 。 这 是 一 
种 无 穷 小 分 析 思 想 , 与 工程 实际 相距 较 远 。 重 棒 控 制 (Robust Control) 这 一 术语 首 
次 被 提出 是 在 1972 年 (Davison, 1972)。 通常 意义 上 下, 鲁 棒 控制 就 是 要 试图 描述 被 控 
对 象 模型 的 不 确定 性 , 并 估计 在 茶 些 特定 界限 卡 达 到 控制 日 标 所 留 有 的 白 由 度 。 进 
入 20 世纪 70 年 代 末 和 80 年 代 初 ,人们 从 实际 与 理论 两 方面 越 来 越 深刻 地 认识 到 
鲁 棒 控 制 具 有 的 特殊 实践 意义 和 理论 意义 , 因而 鲁 棒 控 制 一 直 是 一 个 非常 活跃 且 闪 
有 挑战 性 的 研究 领域 。 经 历 了 众多 学 者 近 20 年 的 努力 , 鲁 棒 控 制 理论 得 到 了 长 足 
的 发 展 , 并 取得 了 令 人 瞩 日 的 成 果 , 逐渐 形成 了 各 白 完整 的 理论 体系 。 在 现代 鲁 棱 
控制 研究 领域 中 受到 广泛 重视 的 有 Kharitonov 区 间 理 论 (Kharitonov, 1978)，H。 
控制 理论 (Zames, 1981), 结构 奇异 值 理论 ( 义 简称 j 分 析 与 综合 ) (Doyle, 1982) 等 。 
经 过 十 多 年 的 广泛 研究 , 鲁 棒 控制 的 许多 领域 都 已 取得 令 人 瞩 日 的 成 就 , 各 方面 的 
文献 浩如烟海 。 我 们 在 这 里 就 不 一 一 阐述 。 

本 书 尝 试 从 频 域 和 时 域 的 角度 研究 系统 的 鲁 棱 控制 问题 ,讨论 的 内 容 包 括 基 
于 频 域 的 单 输入 / 单 输出 的 、 线性 时 不 变 的 有 限 维 系统 ， 以 及 基于 时 域 的 不 确定 、 
时 注 正 则 系统 与 奇异 系统 等 。 本 书 的 写法 遵循 由 易 到 难 、 循 序 浙 进 的 叙述 思路 ,对 
频 域 环境 下 的 不 确定 系统 进行 了 分 析 与 综合 ; 在 时 域 环境 上 下， 从 标 称 系 统 入 手 , 分 
正则 系统 与 奇异 系统 , 分 别 对 不 确定 时 灌 系 统 的 鲁 棒 控制 问题 进行 了 较 深入 阐述 。 

本 书 的 结构 内 容 安排 如 下 ; 

第 一 部 分 为 基于 频 域 的 不 确定 系统 的 铺 棒 控制 理论 ,内容 包括 第 1 章 ~ 第 6 
章 。 其 中 :; 第 1 章 介 绍 了 频 域 的 基础 知识 ; 第 2 章 和 第 3 章 介 绍 了 基本 反馈 系统 
的 频 域 分 析 方 法 , 包括 不 确定 系统 描述 与 稳 定性 分 析 ; 第 4 章 ~ 第 6 章 介 绍 了 系 
统 的 综合 ， 其 中 第 4 章 介绍 了 控制 器 参数 化 与 镇 定 设计 , 第 5 章 介 绍 了 基于 频 域 
方法 的 五 控制 器 的 设计 ,第 6 章 介 绍 了 同 路 成 形 设计 方法 。 

第 一 部 分 为 基于 时 域 的 不 确定 时 淆 系统 的 鲁 棒 控 制 理 论 , 内容 包括 第 7 章 ~ 
第 10 章 。 其中: 第 7 章 介绍 了 时 域 角 棒 控制 理论 的 数学 基础 ; 第 8 章 介 绍 了 线性 
系统 的 性 能 指标 ; 第 9 章 介 绍 了 不 确定 线性 系统 的 鲁 棱 控制 基本 理论 ; 第 10 章 介 
绍 了 不 确定 时 滞 系 统 角 棒 探 制 的 一 些 基 本 方法 。 

第 三 部 分 为 基于 时 域 的 奇异 系统 鲁 棒 控 制 理 论 , 内 容 包 括 第 11 章 、 第 12 章 。 
其 中 : 第 11 章 介绍 了 奇异 系统 的 鲁 棒 控 制 基本 理论 ; 第 12 章 介绍 了 基于 网 络 的 
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第 1 章 ” 频 域 的 数学 基础 


本 章 简要 介绍 了 频 域 鲁 棒 控 制 理论 中 的 数学 基础 。 介 绍 了 有 关 泛 函 分 析 的 一 
些 知 识 , 这 里 大 多 数 结论 都 未 加 证 明 , 读者 可 以 自行 查阅 相关 教材 。 系统 的 分 析 和 
综合 都 离 不 开 对 信号 的 处 理 ， 如 系统 跟踪 性 能 的 好 坏 就 是 通过 对 误差 信号 的 大 小 
来 量 测 的 。 本 章 针 对 信号, 定义 了 几 种 范 数 来 描述 其 大 小 , 同时 也 介绍 了 传递 函数 
的 范 数 定义 , 并 通过 传递 函数 的 范 数 来 描述 系统 输入 -输出 的 关系 。 


1.1 度量 空间 


度量 空间 是 Euclid 上 距离 概念 在 一 般 抽象 集合 上 的 推广 。 

定义 1.1 (度量 )” 设 XX 为 一 非 空 集合 , 它 的 一 个 度量 4 是 指定 义 在 和 x 和 
上 的 一 个 函数 , 且 对 任意 的 z,y,z eX 满足 

(1) d 是 有 限 的 非 负 实数 ; 

(2) d(x,y) =0 当 且 仅 当 >z = %: 

(3) d(z,y) = d(y, 7): 

(4) ad(z,Y) < d(x,2) + d(z,Y), 
我 们 称 定 义 了 上 述 度量 的 集合 为 度量 空间 , 通常 记 为 (X,d)。 在 同一 集合 上 可 定义 
不 同 的 度量 , 可 以 构成 不 同 的 度量 空间 。 

例 1.1 对 于 Euclid 空间 R* 和 西 空间 C"*。 它们 分 别 由 所 有 mn 个 实数 和 复 
数 的 有 序 组 z = (6&1,62,…,6) 或 = (m1;72,…, 7m) 等 组 成 的 集合 ,其 Euclid 度 
量 定义 为 


d 
d 


d(z,y) = VE ml+t tl ml 


可 以 验证 d(z,y) 满足 定义 1.1 中 的 度量 条 件 , 因此 R" 和 C" 都 是 度量 空间 。 
在 一 个 度量 空间 (X,a) 中 , 借助 度量 可 以 定义 序列 的 极限 。 . 
定义 1.2 (收敛 与 极限 ) ” 设 {z,} 是 度量 空间 (X, qd) 中 的 序列 , 若 存 在 ze XX 
使 得 


lim d(xn,7£)=0 


则 称 序列 {z,,} 收敛 到 极限 z， 并 记 为 lim zn = zz。 否则 {zw} 不 收 和 你 ， 称 为 
发 散 。 
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定义 1.3 (Cauchy 列 与 完备 性 )” 设 (X, dg) 是 度量 空间 ，{z。} 是 X 中 的 序 
列 , 如 果 对 任意 小 的 正 数 e > 0 存在 N(e) > 0 使 得 当 m,n > N(e) 时 有 


d(Tm, zn) < € 


则 称 {x} 为 一 Cauchy 序列 。 进一步， 如果 X 中 的 每 个 Cauchy 序列 都 在 X 中 
收敛 , 即 其 极限 x 包含 在 X 中, 则 称 XX 为 完备 的 。 
不 难 证 明 Euclid 空间 R" 及 本 空间 Cn 都 是 完备 的 。 


1.2 赋 范 空间 


为 了 使 度量 空间 中 的 度量 与 线性 空间 中 的 代数 运算 结合 起 来 ， 我 们 可 在 线性 
空间 上 建立 向 量 的 范 数 ， 它 是 向 量 模 概念 的 推广 。 设 X 为 一 向 量 空间 ，|| .| 为 一 
定义 在 X 的 实 值 函 数 ， 如 果 对 于 任意 x se X 和 wy ec X， 该 实 值 函数 满足 下 列 性 
质 : 

(1) llul| 宕 0 ( 正 性 ); 

(2) ull = 0 总 w=0 (正定 性 ); 

(3) jawul = |aljiull ( 齐 次 性 ); 

(4) |v 十 tl < lol+ll (三 角 不 等 式 )， 

则 称 这 个 实 值 函数 ‖ .| 为 范 数 。 如果 一 个 函数 只 满足 其 中 的 (1)、(3) 和 (4), 而 不 
一 定 满足 (2)， 则 称 该 函数 为 拟 范 数 。 对 于 向 量 zx e C", 按照 如 下 方式 定义 其 p_ 范 


枚 n 1/p 
lIzlly = (Fr) ， 1l1<p&<o0 
特别 地 ， 当 p= 1,2,00 时 有 


lzll: = 2 zi 
本 n 1/2 
lzll2 = (> ep 


i=1 


lz 一 mes, lo 


可 以 验证 , 它们 均 满足 范 数 的 几 个 性 质 。 定义 了 范 数 的 空间 X 称 为 赋 范 空间 ,并 
记 为 (和 ,| 用。 例如 ,对 C* 中 的 向 量 定义 p- 范 数 , 则 C" 便 成 为 赋 范 空间 。 借助 
前 面 定义 的 范 数 , 可 诱导 向 量 空间 上 的 度量 。 记 z,ye 瑟 ， 则 诱导 度量 可 以 表示 为 


d(x,y) = ||z — yl 


1.2 赋 范 空间 “3. 


车 在 该 度量 下 X 是 完备 的 , 则 称 X 为 Banach 空间 。 换 名 话说 ,如果 一 个 赋 范 空 
间 X 中 的 每 个 Cauchy 列 均 收敛 到 XX 中 , 则 称 该 赋 范 空间 是 完备 的 。 完备 的 赋 范 
空间 称 为 Banach 空间 。 设 5 为 Banach 空间 的 子 集 , 如 果 有 下 面 两 条 性 质 成 立 : 
(1) 如 果 xz,ye 5, 必 有 z+yes; 
(2) 如 果 ze 5S,ce O00, 必 有 cz e 5， 
则 称 5 为 X 的 一 子 空间 。 进一步 , 如 果 5 中 的 每 个 在 X 中 是 收敛 的 序列 在 5 中 
有 极限 的 话 , 那么 5 被 称 为 X 中 的 闭 的 子 空间 。 一般 说 来 , 一 个 子 空间 不 必 是 闭 
的 。 但 如 果 X 是 有 限 维 空间 , 则 其 每 个 子 空间 都 是 闭 的 。 考 虑 Euclid 空间 ”和 
西 空间 C"。 对 z = (和 6， 6)， 定义 


jzl = (> er] = VP + E+. tile 
可 以 验证 它 满足 范 数 定义 中 的 4 个 条 件 。 由 此 诱导 出 的 度量 为 


dz,9) = |z~ y= Ve -mb + + én — Mm? 


其 中 y = (m4,m,-…,mm)。 可 以 验证 , 在 此 度量 下 R* 空间 和 C" 空间 都 是 完备 的 。 
因此 , 二 者 都 是 Banach 空间 。 

定义 1.4 (等 价 范 数 ) ” 设 和 是 线性 空间 , | .| 和 | . ||。 是 定义 在 X 上 的 两 
个 不 同 的 范 数 。 如 果 存 在 正 数 a 和。 使 得 对 所 有 ze X 满足 


allzlla < llzll: < ollzll 
则 称 范 数 .i 与 .| 等 价 。 在 有 限 维 线性 空间 X 上 , 任何 两 个 范 数 都 是 等 价 
的 。 
定义 1.5 (线性 算 子 ) ” 设 X,Y 是 同一 数 域 K 上 的 两 个 相 量 空间 , T 是 一 个 


从 王 到 Y 的 映射 。 如 果 了 的 定义 域 D(T) 是 X 的 向 量子 空间 , T 的 值 域 R(T) 
包含 在 Y 中 且 对 所 有 z,y e D(T) 和 任意 的 wge 天 有 


T(az + By) = aTz+pbTy (1.1) 


成 立 , 则 称 T 是 线性 算 子 。 
定义 1.6 (线性 有 界 算 子 ) ” 设 X,Y 是 同一 数 域 K 上 的 两 个 赋 范 空间 , 了 : 
XX 五 了 是 一 线性 算 子 。 如果 存在 常数 c > 0, 使 得 对 任意 ze D(T), 有 


jz < cllal (1.2) 


成 立 , 则 称 是 有 界 算 子 。 否则 , 称 了 是 无 界 算 子 。 
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式 (1.2) 表明 
上 zz 


zl 
因此 , 对 所 有 z 关 0 e D(T), 与 上 式 左边 所 对 应 的 数 集 必 有 上 确 界 。 从 而 . 算 子 了 
的 范 数 (或 增益 ) 可 以 定义 为 


ec, viz0EX 


[Tp (1.3) 


显然 , 由 定义 (1.3) 可 得 
|7zl 
lzl 


<|TIgec zz#0¢€D(T) 
等 价 地 

Hz < |TIHlzll < cllzll, zx € D(T) 
另外 , 对 任意 z,ye D(T), 有 


T 了 : 
Ta 。 wp zzl > sp ra 
|z| xz#0,|zll<i |z| llzllg1 


上 2 = sup 


ITyll 
|=sup po = TI 


> sup Tz|| = supl TT 
lzl=1 加 


因此 


[TI = sup Lo 2 sup Tz = sup Jrzl (14) 
= 网 Jzll eli lizll=1 


式 (1.4) 给 出 了 线性 算 子 范 数 的 定义 。 由 于 上 述 范 数 是 通过 算 子 了 在 像 空 间 和 值 
空间 的 范 数 诱导 出 来 的 , 因此 也 称 为 算 子 的 诱导 范 数 。 


1.3 Hilbert 空间 


内 积 空间 是 Euclid 空间 R" 的 自然 推广 。 

定义 1.7 (内 积 空间 )” 设 六 是 C 上 的 一 个 线性 空间 , 则 筷 上 的 内 积 是 一 复 
值 函数 

(XXX 有 CC 

使 得 对 任意 z,yzeX 及 au6eC, 有 

(1) (x, ay + Bz) = a(z,Y) + PAL, 2); 

(2) (zx,z)>0 车 zxz 冯 0; 

(3) (z,z) = 0 当 且 仅 当 z = 0; 

(4) (7,Y) 一 《人 2Z)， 
定义 了 内 积 的 线性 空间 称 为 内 积 空间 并 记 为 (X, (，))。 
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借助 上 面 定义 的 内 积 , 可 诱 出 导线 性 空间 上 的 范 数 ||zl| = V(z, xz), zeX。 由 
Schwarz 不 等 式 可 容易 地 验证 它 满足 范 数 的 4 个 条 件 。 因此 , 内 积 空 间 必 是 赋 范 空 
间 。 对 于 内 积 空间 X 中 的 两 个 向 量 z,y， 如果 满足 (zx,y) = 0, 则 称 之 为 正 交 的 , 记 
为 zy 更 一 般 地 , 如果 对 所 有 的 ye 5,5CX, 都 有 xz 4 y, 则 称 向 量 x 与 集合 
9 正 交 , 记 为 z 1 5。 内 积 和 内 积 诱导 出 的 范 数 具有 下 面 的 性 质 。 

定理 1.1 设 X 是 一 内 积 空间 , 令 z,yEX, 则 有 

(1) |(z, 办 | < zyll (Cauchy-Schwarz 不 等 式 )。 等 式 成 立 当 且 仅 当 存在 某 个 常 
数 a 使 得 x = ay 或 者 y = 0。 

(2) 1z 十 % 枯 十 习 一 下 =2z 人 要 二 24g 人 (平行 四 边 形 法 则 )。 

(3) 着 zy/ 则 有 |z+gl2 =|zl2 十 lyl?。 

定理 1.1 中 的 X 可 以 是 完备 的 ， 也 可 能 是 不 完备 的 。 如 果 一 个 定义 了 内 积 
的 线性 空间 在 其 诱导 范 数 下 是 完备 的 则 称 之 为 Hilbert 空间 。 显 然 ，Hilbert 空间 
也 是 一 个 Banach 空间 。 例 如 ， 在 Euclid 空间 R" 或 酉 空间 C" 中 ， 定 义 内 积 
(z,y) = zxg%g， 则 它们 都 是 Hilbert 空间 ， 这 里 * 表示 复 共 轿 转 置 。 若 X 是 一 个 
Hilbert 空间 ，M C X 是 其 一 个 子 集 , 则 M 的 正 交 补 记 为 M+， 定义 为 


ML = {zrz:(7,y) =0,vye M,zr € X} 


令 久 为 一 向 量 空间 , M 和 N 为 其 子 空间 , 如 果 MNN = {0} 且 X 中 的 每 一 个 元 
素 zeX 均 可 表示 为 xz>=z+y 其 中 ze N,vye M, 则 X 称 为 M 和 NN 的 直 和 ， 
记 为 人 = Me@N。 若是 一 个 内 积 空 间 , M 和 N 是 正 交 的 , 则 X 就 称 为 M 和 
N 的 正 交 直 和 。 

定理 1.2 令 久 为 一 Hilbert 空间 , 令 M 为 其 子 空间 , 则 对 X 的 每 个 元 素 
z € 了 ,存在 唯一 的 向 量 ze M 和 ye M+ 使 得 z=x+y, 即 X=M@N+。 进 
一 步 , xz e M 是 使 得 d(z, M) = |z - MI 成 立 的 唯一 向 量 。 

定义 1.8 (伴随 算 子 ) 设 X 和 YY 是 两 个 Hilbert 空间 , T :XY 是 一 有 界 
线性 算 子 , 则 存在 唯一 的 算 子 T* : Y :XX 使 得 对 所 有 的 ze X,yeY 有 

(Tz,y) = (2, Ty) 

满足 上 式 的 T* 称 为 工 的 伴随 算 子 。 当 了 = 7T* 时 ， 则 称 了 为 自 伴 算 子 。 

伴随 算 子 的 一 个 基本 结论 是 (T*)* = T。 设 一 个 Hilbert 空间 X 可 以 表示 为 
X= S@5+。 如果 存 在 一 个 映射 到 自身 的 有 界 算 子 P 满足 


P(rz+y)=7r. Vriesd, yeS- 
则 称 为 映射 到 5 的 正 交 投影 。 
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下 面 我 们 考虑 某 些 常用 的 复 (矩阵 ) 函数 空间 。 
1. Za( 了 ) 空间 


Lz(jR) 或 简 记 为 L2, 是 一 个 在 及 上 的 矩阵 (或 标量 ) 函数 Hilbert 空间 , 由 所 
有 使 得 如 下 积分 有 界 的 矩阵 函数 下 构成 ， 即 


广 tracel (jw)F(jw)|dw < co (1.5) 


对 已 Ge7La, 该 Hilbert 空间 得 内 积 定义 为 


(FG) := 去 /aaoelPmGo)Gtojjdu (1.6) 


而 有 内 积 引 导 的 范 数 由 式 (1.7) 给 出 : 
| := V (DF) (1.7) 
例如 ,所 有 在 虚 轴 上 无 极点 的 实 有 理 严格 正则 传递 矩阵 构成 L2(jRR) 的 一 个 ( 非 闭 
的 ) 子 空间 , 用 RLz(jRR) 或 RL 表示 。 
2. 万 > 空间 


H2 空间 是 L2(j 民 ) 空间 的 一 个 ( 闭 ) 子 集 ， 其 矩阵 函数 F(s) 在 Re(s)>0 ( 开 右 
半 平 面 ) 解析 。 相 应 的 范 数 定义 为 


| 到 |: 一 sup 医 JaeelPGoFGolao (1.8) 


可 以 证 明 1 
| 有一 元 / trace[F* (jw) FP (jw)dw (1.9) 

因此 ,可 以 像 计算 7 范 数 一 样 来 计算 ， 范 数 。 用 RHs 来 表示 Hs 的 实 有 理 空 
间 。 它 由 所 有 严格 正则 和 实 有 理 稳 定 矩 阵 所 构成 。 

3. Pi 空间 

Hz 是 开 在 Lo 中 的 正 交 补 , 即 Ls 中 在 开 左 半 平 面 解析 的 函数 的 ( 闭 ) 子 空 
闻 。 由 一 切 全 部 极点 位 于 开 右 半 平面 的 严格 正则 有 理 传递 矩阵 所 构成 的 Hz 的 实 
有 理子 空间 记 为 RHz 。 易 见 , 者 G 是 一 个 严格 正则 、 稳 定 、 实 有 理 传递 矩阵 ， 则 
Ge H2 且 G e Hz。 本 书 中 大 部 分 的 研究 内 容 将 集中 在 实 有 理 情形 。 
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4. Tue( 退 ) 空间 
Lx(j 民 ) 或 简 记 为 L。 是 一 个 矩阵 (或 标量 ) 函数 的 Banach 空间 , 在 j 恨 上 (本 
性 ) 有 界 , 具有 范 数 
IF := oss sup [PO )] (1.10) 


Zu 的 有 理子 空间 , 用 RL ( 玉 ) 表示 , 或 简 记 为 RL。， 是 由 所 有 在 虚 轴 上 无 极点 
的 正则 、 实 有 理 传 递 函数 抢 阵 构成 。 

5. 太空 间 

Hw 是 L 的 一 个 ( 闭 ) 子 空间 ,其 中 的 函数 在 开 右 半 平 面 解析 并 有 界 。H。 


Fw := sup o[F(s)] := sup 5[F (Ow) (1.11) 
Re(s)>0 wER 


Hw 的 实 有 理子 空间 用 RH> 表示 , 由 所 有 正则 、 实 有 理 传递 函数 矩阵 构成 。 
6. 互 x 空间 
Hs 是 Ze 的 一 个 ( 闭 ) 子 空 间 ， 其 中 的 函数 在 开 左 半 平面 解析 并 有 界 。 五 x 
范 数 定义 为 
Fl := sup 5[F(s)] = sup5fFGiw) (1.12) 
Re(s)>0 wER 


H% 的 实 有 理子 空间 用 RHX 表示 , 由 所 有 极点 均 位 于 开 右 半 平 面 的 正则 、 实 有 理 
传递 函数 矩阵 构成 。 
定义 1.9 ” 若 一 个 传递 函数 G(s) e Hz， 则 通常 称 其 为 反 稳定 的 或 反 因 果 的 。 
关于 Ls 和 及 空间 ， 有 下 面 一 些 性 质 。 
0) 者 G(s) e Lx, 则 G(s)L2 := {G(s)f(s) : f(s) e Lz} © L2; 
(2) 车 G(s) € Hx, 则 G(s)Ho := {G(s)f(s) : f(s) € Ha} © Hs; 
(3) 若 G(s) € Hz，, 则 G(s)H# := {G(s)f(s): f(s) ee Hi} CH。 


1.5 ”J 谱 分 解 
定义 1.10 ” 设 G(s) e Rn"xn 是 满足 G,G-! e RH 的 方 矩 阵 ， 即 G(s) 在 虚 
轴 上 没有 极点 和 零点 , 也 没有 无 穷 远 处 的 零点 , 并 且 可 以 将 G(s) 分 解 成 
| G= GG (1.13) 


其 中 G_,G-',GY, (G71)~e RH%,， 则 称 (1.13) 为 G 的 典范 分 解 。 为 了 记号 简单 ， 
本 节 用 G~(s) 表示 GT(-s) 的 缩写 。 
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G 的 典范 分 解 表明 ,G_,G-! e RH。， 即 G_ 在 开 左 半 平 面 有 相同 数目 的 零 
极点 。GTY, (G71)~ < RHw, 即 G; 在 开 右 半 平 面 有 相同 数目 的 零 极点 。 G_,G-! e 
RH 和 GY, (G71)~ <eRH。 意味 着 G_,G-! 和 G,, Gr! 均 为 真有 理 函 数 抢 阵 。 

下 面 讨论 存在 典范 分 解 的 条 件 及 求解 典范 分 解 的 步骤 。 

设 G(s) 有 最 小 实现 为 (4, B,C, D), 即 

G(s) = (4,B,C,D) 
因为 G(oo) = DD 且 G-1eRL-， 可 知 刀 可逆, 于 是 G-1(s) 的 实现 为 
GrI(s) = (4ivv,BD- 一 Dr-1C,D-D) 
其 中 AInv = 4- BD-1C。 

设 4A e R"*" 的 特征 多 项 式 为 a(s) = a_(s)ay(s), 其 中 a_(s) 和 aj(s) 分 别 
表示 ReA(4) <0 和 Rex(4) > 0 (4 无 虚 轴 上 的 特征 值 ) 的 特征 值 构成 的 多 项 式 。4 
的 模 态 子 空 间 分 别 定义 为 

XxX-(A) = Ker a_(A) (1.14) 
X+(A) = Ker a+(4) (1.15) 


显然 ，4 的 模 态 子 空间 为 Ker a(4)。 因 为 4 没有 虚 轴 上 的 特征 值 ,可 以 通过 相似 
变换 工 将 4 变换 成 

~ ~ [A: 0 

7T-147 = | | 

0 A2 

其 中 41 是 稳定 矩阵 ，42 是 反 稳定 矩阵 ( 指 ReX(42) > 0 的 矩阵 )。 现 将 了 分 块 为 

T= [于 Fs] 可 得 
X_(4) = Im (1.16) 
X+(4) = ImT, (1.17) 


Xx-(4) (x+(4)) 是 4 相应 于 Re s < 0 (Re s > 0) 特征 值 的 广义 特征 向 量 , 即 所 
的 列 (二 的 列 ) 所 张 成 的 空间 。 这 两 个 模 态 子 空间 是 互补 的 。 其 和 构成 整个 Rn 空 
间 ， 即 
R" = X_(4) @xi(A) 
为 了 计算 x+(4) 的 基 ， 利 用 正 交 相 似 变换 了 可 以 将 矩阵 4 转化 为 按照 特征 


值 实 部 排序 的 Schur 形 , 即 
41 | 


TTAT = | 
0 Aa 
其 中 41 是 特征 值 实 部 为 负 的 矩阵 (ReX(41) < 0)，44 是 特征 值 实 部 为 正 的 矩阵 
(ReA(44) > 0)。 将 正 交 和 矩阵 了 适当 分 块 工 = [二 ,Ts]， 则 有 x-_(4) = ImTi， 即 
Xx-(4) 是 由 工 列 张 成 的 空间 。 
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综 上 所 述 , x+ (4) 相应 于 G 的 右 半 平 面 的 极点 , x_ (hInv) 相应 于 G 的 左 半 平 
面 的 极点 。 于 是 , 可 以 利用 x (4) 和 x_(hrnv) 来 判断 G(s) 存在 典范 分 解 与 否 。 

定理 1.3 若 xi(4) 和 x_(hrnv) 互补 , 则 G 存在 典范 分 解 。 

证 明 ”下 面 用 构造 法 来 证 明 。 

首先 , 根据 

xX_(Amv)=ImT, x4(4)= Im72 

得 到 满 秩 的 实 矩 阵 下 和 胞 。 定 义 了 = [Ti,], 因为 x (4) 和 Xx_ (hrnv) 互补 , 故 
7 非 奇 异 。 

其 次 , 用 了 对 G(s) = (4,B,C,D) 作 非 奇异 相似 变换 , 按 ,也 的 维 数 适当 
分 块 , 有 

T-147 = 及 | ，T-1B= [| ,CT=[C C2], D=D (1.18) 

As 44 

不 难 验证 ，A1 和 A 均 为 方 矩 阵 , 且 dim Ai1=dimx_(Ainv)，dim 44 一 dimx4 (4)。 并 
且 , 可 以 证 明 4* = 0, 并 且 4; 和 44 分 别 是 稳定 的 和 反 稳 定 的 矩阵 , 即 , ReA(41) < 
0，ReA(44) > 0。 

再 其 次 , 用 了 对 Arnv 作 相 似 变换 ,得 


TiAmvT=T-1(A- BD-'C)T 
=T-1AT —T-1BD- OT 


-ee 


[a 一 有 Dr-1C —BiD-1C» | 
和 43 一 已 2 站 -1C1 44 一 已 2D-IC2 
可 以 证 明 , 上 式 中 4 - BaD-1C1 = 0, 4h1 一 Bi1D-1C1 是 稳定 的 和 矩阵, 即 ReA(41 一 
DC ) < 0, 44 一 BaD 1C2 是 反 稳定 的 矩阵 , 即 Rex(44 - BaD 1C2) > 0。 
最 后 , 令 
G+(s) = (ha, Bz, C2,D), G-_(s)= (41,Bi, DC,7) (1.19) 


则 有 


GT (s) = (44 — BaD C2, BaD 1,—D- 1C2,D-!) 
G-1(s) = (A1 — BI1D O01,Bi,—D-1O,7) 
因为 hi, 4A1 - Bi1D-1C， 是 稳定 矩阵 ，44, 44 - B2D-1C2 是 反 稳定 和 矩阵， 可 知 


G-_,G- ,GY, (G7')~€ RHw。 于 是 系统 G4(s) 和 G_(s) 串联 之 后 的 系统 为 G(s) 
G-(s), 其 状态 空间 实现 为 
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G+(s)G._(s) = (ha, Bz, C2,D)(Ai, Bi1, D1O1, 7) 
A 0 B 
-| -1 四 ie cp 
BD ‘C1 4 B» 


ee 


= (T-1AT, T-1B, CT, D) 
= (4, B,C, D) 
= G(s) 口 


上 述 定 理 的 证 明 过 程 同 时 也 揭示 了 上 典范 分 解 的 步骤 。 下面 介绍 一 种 在 求解 及 


控制 问题 中 要 用 到 的 本 谱 分 解 。 


定义 1.11 设 
I Gi(s) 
G(s)= | (1.20) 
I 0 
J= 1。 | (1.21) 
其 中 Gi(s) 为 实 有 理 和 矩阵 ， 且 满足 
(1) Gil(s) 为 严格 真 , 并 在 Re s < 0 内 解析 ; 
(2) G1(s) 的 Hankel 范 数 ||Gi(s)| < 1， 
定义 如 下 的 因 式 分 解 : 
G~(s)JG(s) = GZ(s)JG_(s) (1.22) 
其 中 
G_(s), G-!(s) € RH 
为 G(s) 的 J 谱 分 解 ， G_(s) 称 为 G(s) 的 三 谱 因子 。 
下 面具 体 说 明 J- 谱 分 解 的 步骤 。 
设 G(s) 的 最 小 实现 为 
G1(s) 一 (41, Bi1, C1,0) 
由 Gi(s) 的 性 质 可 知 ，4; 是 反 稳定 矩阵 。 若 记 
_ | | Wi SY 
| 9 四 网 y= CC(9) (1.23) 
等 价 地 有 
| Yi1 = Ui+ G1(s)u2 (1.24) 
2V2 一 U2 


考虑 到 Gi(s) 的 最 小 实现 为 (41, Bi, C1,0)， 由 式 (1.24) 可 得 
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T= Alxrt+ Biue 


Wh = O17 + 
2 = tu 
由 此 可 得 G(s) 的 实现 为 
G(s) = i | = 1 [0, Bi), ol 7 (1.25) 
类 似 可 得 JG(s) 的 实现 为 
oa 
由 式 (1.25) 可 得 
ca=| -4 Ic, ol, | gr, (1.27) 


由 式 (1.26) 和 式 (1.27), 可 得 系统 G~(s) 和 .JG(s) 串联 之 后 的 系统 为 


可 | 全 


=[A, B, O, J (1.28) 


6~(s)6(s) -| -4 -CE | 


其 中 
A 0 六 | | 0 “| 
A= ;B= ，C= 
0 4 0 Bi -BE 0 


由 式 (1.28) 进一步 有 


(GN~(s)JG(s)) 1 = (Arnv, BJT, 一 JIC，7 站 9 (1.29) 
其 中 
4rNv = 有 4 B71C=| -A | am 0 
YY [BBT 4 [Lo -Bl 
0 -CG 
oy 


注意 到 G1(s) 的 最 小 实现 为 (41, Bi, C1,0), 其 可 控 性 和 可 观 性 格 莱 姆 矩阵 W。 和 
W, 满足 下 面 的 Lyapunov 方程 ， 即 


AiW.e + WAT = B1BT 
ALTW, + WoAi = COTO 
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用 五 = | 1 | 对 式 (1.28) 中 的 矩阵 4 作 非 奇异 相似 变换 ， 得 
ma ml lr 
[arm + A — CFTC) | 
=- [0 ar 
因为 A1 是 反 稳定 矩阵 , 故 4 的 正 模 态 子 空间 为 


xi = mm 


a 


Tri4 PP-| ， "| 2s ?| [» |= | 
2 RN |_w. -BBT 4 1] |o 4 
则 ，Arnv 的 负 模 态 子 空间 为 


-mi 


1| 对 式 (1.29) 中 的 矩阵 Aiwv 作 非 奇异 相似 变换 , 得 


定义 矩阵 了 和 分 别 为 
I W, _ 
7=| | N= (1- WoW.)-! 


We 了 
并 且 , 根据 分 块 矩 阵 求 逆 公 式 有 
i (TWWe)! Wl(l ~ WeWo)-! 
WAT WW) (WeW,)-! 
N —WoNT 
[wn NT 
N 一 NI 
-_ | NT | (1.30) 


由 式 (1.30) 可 知 , T-! 存在 的 充分 必要 条 件 是 N 存在 , 也 即 要 求 
A(WoW.) #1 
由 定义 1.11 中 可 知 ，G1(s) 的 Hankel 范 数 ||Gillag < 1。 即 Amax(W Te) <1, 所 以 


N 存在 , T~! 也 必 存 在 。 于 是 可 知 , x_ (hInv) = Im [| 和 (4) = Im | 
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互补 。 由 定理 1.3 可 知 ，G~(s)JG(s) 存在 典范 分 解 。 用 类 似 于 (1.18) 的 变换 有 


J N -NWo][-AT CITCI1]TI WwW, 
T” AT = | Ww 


WN NT 0 41 I 
—NAT+(NCTC1— NW,A1)W. —NATW,+NOCIC -NT A | 
WNAT— (WNCTC, NTA)We WNAIWo—WeNCTCI+NTAL 


-| T Ar 一 1 
人 | 
|- 

| 


rp_[ N -NT Nw 1 0 
WN 0 Bi 
NOT Nw Bi 
[WNCT NTB, | 


f 0 1 Wo 
Crsr ollw 7 


L-BT 0 I 
[ew Cn 
[=-E5T -BTW, 
再 仿照 式 (1.19), 得 
O1 
一 T 
G(s)= 1 [WeNCE，NTB1|， [| 7 (1.31) 
C1 Wo. 
G._(s)= [NAN [NCT, NW,Bi), | BT | 7 (1.32) 
1 


可 以 验证 G4(s) = G~(s)J, 于 是 有 
G(s)JG(s) = G>(s)JG- (3) 
由 式 (1.32) 可 得 
(G_(s))-! = -4 [INCT, ~NW.B1), | 7"| ， 7| (1.33) 
根据 式 (1.32) 和 式 (1.33) 可 知 , G_(s), G2-1(s) < RHw。 


1.6 ”信号 的 范 数 


本 节 将 讨论 信号 和 系统 的 范 数 。 首先, 针对 信号 定义 一 些 常 用 的 范 数 。 
1- 范 数 ww 
ae/ lu(bldt 


信号 w(t) 的 1- 范 数 就 是 其 绝对 值 的 积分 , 表示 了 信号 的 时 间 累 积 量 。 
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a (fe 


信号 u(t) 的 2- 范 数 表示 了 该 信号 所 携带 的 总 积 量 。 
co- 范 数 


2- 范 数 


El 


信号 u(t) 的 oo- 范 数 是 它 的 绝对 值 的 上 确 界 , 表示 了 该 信号 的 最 大 幅 值 。 
功率 信和 号。 信号 w(t) 即 ， 


)2dt 


如 果 这 个 极限 存在 ， 则 称 信 号 w(t) 为 功率 信号 。 我 们 将 平均 功率 的 平方 根 定义 为 
pow(w), 即 
def 。 1 7 2 的 
pow(u) = (各 去 人 a 
需要 注意 的 是 ，pow 不 满足 范 数 的 性 质 (2)， 因 为 非 零 信号 的 平均 功率 可 以 是 零 ， 
故 信号 的 pow 只 是 拟 范 数 。 
下 面 研究 信号 的 各 种 范 数 之 间 的 关系 。 


引 理 1.1 如果 llull < co, 那么 w(t) 是 一 功率 信和 号 ,并且 pow (w) = 0。 
证 明 ”假定 u(t) 的 2- 范 数 有 限 , 注意 到 


去 /uat< 去 ulB 
2T 27 "2 


又 因为 |lull2 < co, 有 
im 了 =0 


于 是 可 知 u(t) 是 一 功率 信号 ， 且 pow(w) = 0。 口 
引 理 1.2 ”如 果 w(t) 是 一 功率 信号 且 lul。 < cc, 那么 pow(w) < 上 可。。 


证 明 ”由 于 
T TT 
云 / u(t)2dt < 去 | l(t) at 
一 人 


-去 OE /4 
= lu(oll2。 
令 了 一 co, 即 得 引 理 中 的 结论 。 口 
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引 理 1.3 ”如 果 lul， < co, 且 wl < ce， 有 ulls < (lwlsllulDv?， 县 
lull2 < Oo。 - 
证 明 ”注意 到 
lB= / wzdt 
= /ollat 
< 人 [u(t) llu(t)ladt 


= JDloollu() 
于 是 有 |u| < |w(b)lcllw(2)h。 又 因为 lulh < ce， lullee < so 有 ulz <o%0。 口 
图 1.1 概括 了 几 种 范 数 之 间 的 关系 ,其 中 外. llt 表示 了 所 有 1- 范 数 有 限 的 信 
号 的 集合 , pow(`) 表示 了 所 有 pow 有 限 的 信号 的 集合 , 等 等 。 


图 1.1 信号 范 数 之 间 的 关系 
例 1.2 计算 信号 wi(t) 的 各 种 范 数 及 其 pow。 


0 tg0 
W(t)= $4 1/vt, 0O<tgl1 
0， t > 1 
由 于 


1 
Oh = 人 -= 


所 以 它 的 1 范 数 存 在 且 jw 人 区 | = 2。 因 为 奴 (t) 在 积分 区 间 [0, 1] 是 发 散 的 ， 所 
以 它 的 2- 范 数 不 存 在 。 同 理 可 知 ,wi(t) 的 平均 功率 也 不 存在 , 因此 wi(t) 不 是 功 
率 信和 号, 它 的 pow 不 存在 。 又 因为 ui(t) 是 无 界 的 , 因此 |lwi(t)||w 是 无 限 的 , wi(t) 
的 oo 范 数 也 是 不 存在 的 。 那么 该 信号 在 图 1.1 中 的 位 置 如 图 1.2 所 示 。 
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图 1.2 例 1.2 中 的 wilt) 
例 1.3 计算 信号 w2(t) 的 各 种 范 数 及 其 pow。 


0， t<0 
walt)= 4 1/Yt, 0<tgl 
0， t>1 


由 于 1 


1 1 
二 一 Qt 一 一 
jal /| Yt 3 


2 1 
全 一 -一 dt 一 2 
| 2||2 [ vit 


于 是 |luzllz = V2。 根据 引 理 1.1 可 知 pow(w2(t)) = 0。 男 外 , wz(t) 在 其 定义 域 上 是 
无 界 的 , 因此 其 cc 范 数 不 存在 。 那么 该 信号 在 图 1.1 中 的 位 置 如 图 1.3 所 示 。 


所 以 它 的 1- 范 数 存在 。 另 外 


图 1.3 例 1.3 中 的 wz 人 


1.7 系统 的 范 数 “17. 


1.7 系统 的 范 数 
考虑 一 个 线性 时 不 变 的 、 因 果 的 、 有 限 维系 统 ,其 输入 -输出 模型 在 时 间 域 可 


表示 为 _ 
y(t) = G(t) * v(t) = 人 | G(t— TT)u(T)d7 


令 G(s) 表示 系统 的 传递 函数 , 即 G(t) 的 Laplace 变换 。 那么 G(s) 是 具有 实 系数 
的 有 理 函 数 , 即 


bms™ + bm_1s" ld+...+bis+obo 
Qns" 十 Qn-18"-1 十 … 十 Q18 十 a0 
Qi, b; ER, i=1,2,.…,n, b=0,1,..,m 


下 面 给 出 系统 的 一 些 常用 定义 。 

定义 1.12 (因果 性 ) ”系统 的 因果 性 指 的 是 系统 的 输出 y(t) 由 过 去 的 输入 决 
定 , 即 G(t) = 0,Vvt < 0。 

定义 1.13 (稳定 ) ”如 果 G(s) 在 闭 右 半 平 面 (Re s > 0) 解析 , 或 在 Re s > 0 
无 极点 , 我 们 称 系统 是 稳定 的 。 

定义 1.14 (正则 ) ”如 果 G(jw) 是 有 限 的 (分母 的 阶 次 大 于 或 等 于 分 子 的 阶 
次 ), 那么 称 系统 是 正则 的 。 

定义 1.15 (严格 正则 ) ”如 果 


G(s) = 


J UW) = 0 
即 分 母 的 阶 次 严格 大 于 分 子 的 阶 次 , 则 称 系统 是 严格 正则 的 。 
定义 1.16 ( 双 正 则 ) ”如 果 G(jw) 和 G(jw)-! 两 个 都 是 正则 的 (分 母 和 分 子 


的 阶 次 相等 ), 则 称 G(jw) 是 双 正 则 的 。 
我 们 对 系统 引进 下 面 两 个 范 数 。 


2- 范 数 
。 def 1 ™ :2 2 
ledob 学 (去 caoraw】 


注意 到 G(jw) = 广 G(t)e-iwtidt， 如 果 G(jw) 是 稳定 的 , 由 Parseval 定理 有 


lcop 营 (去 cm ra] 
-(/ ec copa 
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即 有 IGGw)lz = IG 
co- 范 数 
IGGw)lw SE sup |G(iw)| 


在 复 平面 上 ，G(jw) 的 oo- 范 数 是 它 的 Nyquist 曲线 离 原 点 最 远 的 距离 ， 它 也 是 
G(jw) 的 Bode 幅 频 特性 图 的 峰值 。co- 范 数 的 一 个 重要 性 质 是 


IGGw) HOGw) ~ < GGw) ll H Ow 


对 于 系统 这 两 个 范 数 的 存在 性 , 有 下 面 的 结论 。 

引 理 1.4 ”Glw) 的 2- 范 数 是 有 限 的 ， 当 且 仅 当 GGw) 是 严格 正则 的 , 且 没 
有 极点 在 虚 轴 上 ; G(jw) 的 oo- 范 数 是 有 限 的 , 当 且 仅 当 G(jw) 是 正则 的 , 且 无 极 
点 在 虚 轴 上 。 

证 明 下面 给 出 系统 2- 范 数 有 限 的 证 明 。 

充分 性 证 明 。 若 G(jw) 是 严格 正则 的 ， 且 没有 极点 在 虚 轴 上 ,， 则 


lim IGGw)| = 0, suplG(jw)| < oo 
若 取 H(s) 一 了 T,K > 0， 则 有 
. K 
HOW)| = A 和 
于 是 


lim |H(jw)l = 0，sup | 五 (jz)l < 五 
说 一 DO 


令 KK 充分 大 ,了 充分 小 (曲线 充分 平坦 ), 则 必 有 | 吾 (jw)| > |G(jw)|，vw, 从 而 有 
上 Geo)lla > GGw)ll2。 注意 到 


| 1 oo K?2 1/2 
[HGw)ll2 = 去/ do 


1 K? 1/2 
一 (去 条 arctan(Tw) |™,. ) 


< OO 


则 必 有 : GGw)||2 < o0。 充分 性 得 证 。 
必要 性 证 明 ( 反 证 法 )。 车 G(jw) 存在 极点 在 虚 轴 上 ,， 则 在 极点 处 有 |G(Gjw)| 一 
co, 于 是 有 |G(Ujuw)ls = co。 若 GGjw) 不 是 严格 正则 的 , 可 分 两 种 情况 讨论 : 若 G(jw) 


是 双 正 则 的 ， 


一 | >0 
an 


lim 1G(ju)| = 
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车 Gljw) 不 是 双 正则 的 
,lim IG(ju)| = oo 
从 而 有 : |lG(j)ll = oo。 必要 性 得 证 。 类似 可 得 关于 co- 范 数 的 证 明 。 
下 面 介绍 系统 范 数 的 计算 方法 。 系统 2- 范 数 的 计算 。 我们 可 以 按照 定义 计算 。 
假设 GGjw) 是 严格 正则 的 , 且 无 极点 在 虚 轴 上 (保证 了 它 的 2- 范 数 有 限 ), 于 是 有 


[GGw)llz = 元 本 全 IGGw) dw 


= -十 广 G(—s)G(s) 
1 
一 27 G(—s)G(s)ds 


最 后 的 积分 是 沿 虚 轴 向 上 ， 然 后 沿 包围 左 半 平面 的 无 穷 大 半圆 的 回路 积分 。 因 为 
G(jw) 是 严格 正则 的 , 故 沿 无 穷 大 半圆 的 积分 等 于 0。 根据 留 数 定理 , ||G(jw)||3 等 
于 G(-s)G(s) 在 它 的 左 半 平面 极点 上 的 留 数 之 和 。 

例 1.4 已 知 一 系统 的 传递 函数 为 

1 
G(s) = 7 7 >0 

求 其 2- 范 数 。 

G(s)G(s) 在 左 半 平 面 的 极点 是 s = -1/r, 在 这 一 极点 上 的 留 数 等 于 


. 1 1 1 1 
到 (s+2) 一 TS 十 1 7s 十 1 ~ 27 
因此 |GGu)la = 1/V27。 
计算 co- 范 数 需要 搜索 。 设 一 系列 稠密 的 频率 点 {201,… ,wn}, |G(jw)lx 的 
估计 值 为 


avlGGun 


另 一 方法 是 通过 求解 方程 
dlGdu)P _0 
dw = 
找到 |G(jw)| 的 最 大 值 的 位 置 。 因为 |G(jw)| 是 有 理 的 , 这 个 导数 可 以 用 公式 求 出 ， 
然后 就 只 需 计算 导出 多 项 式 的 根 。 
例 1.5 已 知 一 系统 为 
as++1 


s)= b>0 
Gls bs 十 1 4.0> 


求 出 其 2- 范 数 。 


二 
根据 其 Bode 幅 频 特性 图 可 知 : 当 a > b, 它 是 递增 的 (高通 )， 反 之 ， 它 是 递减 
的 ( 低 通 )。 于 是 
[GGw)ll = | a/b, aa2>b 


1, a<b 


1.8 功率 分 析 
定义 1.17 ( 自 相关 函数 ) ”对 于 一 功率 信号 w(t), 其 自 相 关 函 数 定 义 为 


1 T 
Ru(7T) 衬 im 款 , u(t)ult + T)dt 


下 面 介绍 几 条 关于 自 相 关 函 数 的 性 质 。 
性 质 1.1 


R.(0) = owt) 0 
根据 定义 可 得 该 性 质 的 证 明 。 
性 质 1.2 
Ru(7T) < R,(0) 
证 明 ”根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 得 


了 人 12 7/ 1/2 
) Eo wu 2 2 
| 人 aged < 三 由 4 ( / au 4] 


令 of = w(t 十 7), 并 且 在 不 等 式 两 边 同 时 乘 以 1/(2T) 可 得 
2 


1/2 T 1/2 
l 也 也 T 2 
元 (1 (t): 四 (1 (十 Pa) 
取 7 一 co 可 得 所 需 结果 。 


令 5, 表示 民 , 的 Fourier 变换 ， 有 下 面 的 关系 成 立 : 


“了 
7 | /at < 


So 四 
Su(jw) = / R(T)e -ivrdr 
一 : jtwT dh 
R,(7) 元 太 Su (jw)el™" dw 


定义 -1.18 (功率 谱 密度 ) ”我 们 称 5S,(jw) 为 信号 u(t) 的 功率 谱 密 度 。 
定义 1.19 ”对 于 两 个 功率 信号 ww 和, 定义 它们 的 互相 关 消 数 为 


全 
，、def 1、 1 . , 
Rw (7) 一 nm oT 广 u(t)vu(t 十 Tdt 


1.8 功率 分 析 21. 


它 的 Fourier 变换 5,,, 
% > 
Suv jw) = / Ruv(T)e dT d7 


叫做 互 功率 谱 密度 函数 。 
假定 一 线性 系统 的 传递 函数 G 是 稳定 的 和 正则 的 , 其 输入 信号 和 输出 信号 分 
别 为 u,y， 下 面 讨论 与 该 线性 系统 有 关 的 一 些 性 质 。 
性 质 1.3 
Ruy(T) = G * R(T) 


证 明 ”由 系统 输入 输出 关系 得 
y(t) =/ G(aju(t — oa)da 


于 是 有 _ 
u(t)jy(t+7) = / G(a)u(t)u(t + 7 — a)do 


求 u(t)v(t +7) 的 平均 值 ， 有 


/ G(a) R(T ~ a)da 口 
性 质 1.4 
Ry(7) = @ Grev * Ri 


其 中 Grev{t) 一 G(—t)。 
证 明 利用 上 面 得 到 的 性 质 有 


y(t+7) )=/ a Gl(a u(t +7 — Qa)do 
于 是 可 知 ，y(t)y(t + r) 的 平均 值 为 


fa& G(a (一 a)d 


即 Ry =G* Ryuo 同 理 也 可 以 得 到 Ryu 一 Grev * Ri, 于 是 性 质 中 的 结论 得 证 。 口 
性 质 1.5 


Syljw) = |G(jw)|? Sjw) 
证 明 ”从 前 面 的 结论 可 得 
Sy(jw) 一 G(jwW)Grev (jw)S (jw) 


进一步 可 以 得 到 Grev 的 Fourier 变换 等 于 G(jw) 的 复 共 轿 , 于 是 可 得 所 需 结论 。 口 
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1.9 输入 -输出 关系 


本 节 研 究 系 统 输 入 -输出 信号 之 间 的 关系 。 考 察 一 个 稳定 的 、 严 格 正则 的 线性 
系统 , 其 输入 、 输出 信和 号 分 别 为 v 遇 和 yy = G(t)xu(t)。 传递 函数 为 G(jw)， 
则 系统 的 输入 、 输 出 关系 概括 在 下 面 的 两 个 表 里 。 例如 , 假定 系统 输入 ult) 是 单位 
脉冲 信号 ,那么 输出 y(t) 的 2- 范 数 等 于 G(t) 的 2- 范 数 , 根据 Parseval 定理 , 也 
等 于 G(jw) 的 2- 范 数 。 这 便 是 表 1.1 中 的 (1,1) 项 。 其余 项 的 意义 与 此 相同 。 值得 
注意 的 是 , (1,2) 项 中 的 oo 需要 满足 G(t) 关 0 才能 成 立 。 表 1.1 中 给 出 的 是 当 系 统 
输入 信和 号 分 别 是 5(t) 和 sin(wt) 时 ， 其 对 应 输出 信号 的 各 种 范 数 和 pow。 表 1.2 考 
虑 的 是 另外 一 种 情况 。 当 系统 输入 u(t) 不 是 一 个 有 具体 的 信号, 而 是 2- 范 数 不 大 于 
1 的 任何 信和 号, 则 其 输出 信号 2- 范 数 的 上 确 界 为 


sup{lly(Dl2 : Null < 1} 


我 们 称 之 为 2- 范 数 /2- 范 数 系统 增益 。 下面 将 证 明 , 它 等 于 |G(jw) 的 oo- 范 数 。 
这 就 是 表 1.2 中 的 (1,1) 项 。 其 余 项 对 应 着 系统 的 其 他 增益 。 值 得 注意 的 是 , 表 中 
标 有 ce 的 项 , 只 要 G(jw) 冯 0, 总 是 成 立 的 。 


表 1.1 输入 为 6(t) 和 sin(wt) 时 , 输出 范 数 和 pow 


u(t) = 6(t) u(t) = sin(wt) 


lhlz Neola 区 
Iyllee IG loe (GGw)) 
pow(y) 0 eA] 
表 1.2 ”系统 增益 
llwllz llullz pow(u) 
vl Gwe oo % 
lw。 ed)ls 1G oo 
pow(y) 0 < Gl 1GGw)lle 
下 面 给 出 两 个 表 中 部 分 结论 的 证 明 。 


表 1.1 中 结论 的 证 明 如 下 。 

(1, 1 项 。 由 于 w(t) = 6(t), 有 Y(t) = G(x6(t) = Gd 因此 | = IG(t)||2。 
再 根据 Parseval 定理 , 有 ||G(t)2 = I|G(jw)|lz, 于 是 得 到 ||y(t)|2 = GGw)||2。 同 理 
可 得 (2,1) 项 的 证 明 。 
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(3, 1) 项 。 
1 /TT 
pow (y(t)) = lim 志方 c G(t)2dt 


< lim |. G(t)2dt 


= dim 去 1G( t)ll2 
_0 


(1, 2) 项 。 由 于 系统 的 输入 信号 w(t) = sin(wt), 则 输出 信号 的 稳 楚 为 
y(t) = |G (jw)| sinlwt + arg G(jw)] 


只 要 GGw) 关 0 就 有 ly(5l = co 
根据 (1, 2) 项 的 证 明 可 知 , y(t) 的 幅 值 为 IG(jw)|, 因此 有 


ly = Go 


于 是 可 得 (2, 2) 项 的 证 明 。 
(3, 2) 项 。 令 5 时 argG(jw), 有 


pow(y(t))? = Nim 去 三 IGGw)) sin? (wt + $)dt 
= |GGw)h ja 辫 / (wt + pdt 


1 2 了 十 中 2 
一 一 0 
= |GGw)h Mim 1 sn 0d 


= |G(jw)| >/ sin2 9d0 
To 
= zlG(u) 


表 1.2 中 结论 的 证 明 。 设 wb)， "0 对 应 的 频 域 函数 分 别 为 UGw),Y (jw)。 
(GD 项 。 由 Y(jw) = GGjw)UGw), 且 lly(Ola = roll。 (Parseval 定理 ), 有 


JyCe)l = YG) ll 
-二 人 Go)2au 


1 /on2vewe 
= 世人 IcomPicGwPaw 
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< {apieonl)} vowkas 


= {suplGGw) 了 舍 / GPa 


=1G(Uw)lzllzGw)l 
= |GGw) le l(t) ll? 
即 


ly < GGw ld, 了 < Ge) 
u(t) ll2 


下 面 证 明 jG(jw)l| 是 最 小 上 界 。 选择 wo, 使 |G(jwo)| = GGw)iw，, 不 失 一 般 性 ， 
假设 wo > 0。 选择 输入 uu”* 满足 


/x 
IU*Gw)| = | 元 ， Iw— wol<e, |w+wol <e 


0， 其 他 


则 


ly lz = NY Gw)ll2 
1 


ee ™ ; 2 水 2 
= 未 CGPI Golaw 


1 wote 1 200 十 所 
= 过。 CGP 至 dw+ 译 | [GGw)P EE 
当 e 0, 对 上 面 的 积分 进行 运算 可 得 
的 用 CO) 2 = Gd 


即 ly 人 91a 宅 |G(jw)jio。 由 此 可 得 , JIG(jw)|w 为 最 小 上 界 。 
(2, 1) 项 。 由 y(t) = G(t) * w(t), 有 


1= | {Ge -nnar 


< / G2(t — 7)dr 和 三 w2(r)d7 


一 (人 G2(t— ar) (f- dr] 下 


= Gt) zu(t) 2 
= 上 GGw)|lzllw(t)l|2，Yt (Parseval 定理 ) 


1/2 


(Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) 
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或 
lol < Gdaylaleclla， < < Giw)lla 
下 面 证 明 ||G(jw)jls 是 最 小 上 界 。 选 择 w*(t) = 局 On Dl ， 则 有 jw*(t)l2 = 1， 且 


y(t) = Le {(T)dr 


GLt 
-人 ea 


iw(0)| = 三 二 二 Ea 


1 ca 
-TGF 人 eo 


= IG(t) lz 
= |G(jw)llz 


于 是 有 


注意 到 |y(0)| < jy(O)le, 有 

ol= 1GGwla < lvl 
又 因为 uw) = 1 有 1GGo)la < 加 号 。 前 面 又 证 得 1GGw)ls > 吧 ， 
当 w(t) 取 一 特殊 形式 时 ,如 u(t) = wr(), 这 个 关系 式 仍然 成 立 , 于 是 得 到 


lw) _ 
|GGu)lla < Ca < |GGw)ll2 


所 以 ly (Olle 


| (tila 


= IG(jw)lle 
即 
[lywio = fe Olal GGw)z = Gnw) lz 

由 于 ly 人 上。 可 以 取 值 到 |GGjw)llz, 所 以 GGw)jiz 为 lly() lw 的 最 小 上 界 。 其余 
证 明 可 作为 练习 。 

这 两 个 表 中 的 内 容 在 控制 系统 的 分 析 和 设计 中 有 着 重要 的 应 用 。 例如 , 已 知 一 
个 稳定 的 、 严 格 正则 的 (或 至 少 是 正则 的 ) 系统 ， 受 到 一 个 干扰 输入 ult) 的 作用 。 
这 两 个 表 可 以 告诉 我 们 各 种 意义 下 , ult) 对 系统 输出 y(t) 的 影响 有 多 大 。 例 如 , 若 
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ul) 是 具有 一 定 频率 的 正弦 信号 ,那么 表 1.1 中 的 第 2 列 给 出 了 三 种 意义 下 y(t) 


的 相对 大 小 。 通常 情况 下 , 干扰 信号 的 具体 形式 是 未 知 的 , 因而 表 1.2 更 具 实 际 意 
义 


例 1.6 设 一 系统 的 传递 函数 


G(s) ! 


~ 10s TT1 


干扰 输入 db) 的 能 量 已 知 为 a(t 首 。 < 0.4。 求 出 系统 输出 信号 y(t) 的 2- 范 数 的 一 
个 估计 值 。 
根据 表 1.2 的 (1,1) 项 可 知 


bob = GO) uO < - 痪 
1.10 注 记 
本 章 主要 讨论 了 频率 鲁 棒 控制 的 数学 基础 ， 其 中 1.1~1.5 节 主要 参考 了 文献 
四 ~ 后 的 相关 内 容 。1.6~1.9 节 内 容 由 文献 [5] 的 第 2 章 整 理 而 成 。 
1.11 习 题 


1. 计算 下 面 各 信和 号 的 各 种 范 数 及 pow, 并 确定 它们 位 于 图 1.1 中 的 什么 位 置 。 


1 
—, +t>0 
v1i(t) = 1 


0, tg0 


求 其 2- 范 数 和 co- 范 数 。 
3. 已 知 一 系统 的 传递 函数 为 


参考 文献 .27 . 


其 输入 信号 为 


计算 其 输出 信号 的 各 种 范 数 及 其 pow。 
4. 证 明 表 1.2 中 的 (1, 3) 项 ，(2, 2) 项 和 (2, 3) 项 。 
5. 已 知 一 系统 的 传递 函数 为 


5 
2s 十 1 


其 输入 输出 信号 分 别 为 u(t) 和 y(t), 计算 


sup yb 
lw(ollee=1 


并 求 出 这 一 上 确 界 对 应 的 输入 。 
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本 章 从 基本 控制 系统 出 发 , 研究 了 其 稳定 性 并 得 到 其 充分 必要 条 件 。 接 着 把 跟 
踪 作 为 一 种 性 能 指标 来 讨论 , 研究 了 系统 对 某 些 信和 号 渐 近 跟踪 的 能 力 。 


2.1 基本 反馈 系统 


考察 下 面 的 基本 反馈 系统 ， 其 中 P 表示 控制 对 象 ，C 表示 设计 的 控制 器 , 下 
是 测量 系统 输出 的 观测 器 。 注意 到 系统 中 的 三 个 部 分 都 有 两 个 输入 信和 号 (一 个 来 自 
系统 内 部 ， 一 个 来 自 系统 外 部 ) 和 一 个 输出 信号 。r 是 参考 输入 , d 和 n 是 系统 外 
部 扰动 输入 , wu 是 控制 信号 , y 是 系统 输出 , v 是 观测 器 输出 。 下 面 研 究 图 2.1 所 示 
系统 的 输入 输出 关系 , 假定 每 一 部 分 都 是 线性 的 , 在 这 种 情况 下 , 输入 是 一 个 二 维 
向 量 , 输出 是 输入 的 线性 函数 。 例 如 , 控制 对 象 的 输入 输出 关系 为 


ol 


图 2.1 基本 控制 系统 


进一步 , 将 P 矩阵 分 块 为 P=|[P 已], 可 得 

y= Pad+Pu 
为 了 简化 问题 ， 本 章 假设 三 个 部 分 的 输出 都 是 它们 输入 的 和 (或 差 ) 的 线性 函数 ， 
也 即 , 系统 中 三 个 部 分 的 方程 为 

y= P(d+u) 

4 一 下 (十 1 

w= CO(r—v) 


2.1 基本 反馈 系统 .29 . 


最 后 一 个 方程 中 的 “- ”是 一 个 习惯 的 表示 。 这 几 个 方程 对 应 的 方 框图 如 图 2.2 所 
示 。 下 面 给 出 关于 系统 输入 输出 关系 的 几 个 定义 。 


图 2.2 ”基本 反馈 回路 


定义 2.1 ( 弱 良 定性 ) ”图 2.2 中 所 有 闭环 传递 函数 都 存在 ， 即 从 三 个 外 部 输 
入 到 所 有 内 部 信号 wu,y,v 以 及 求 和 点 的 输出 之 间 的 传递 函数 都 存在 , 我 们 称 系统 
有 共有 弱 良 定性 。 

为 了 考察 系统 的 弱 良 定性 , 我 们 只 需 考察 从 7,d,n 到 z1, x2, zs 的 9 个 传递 函 
数 ， 其 他 几 个 传递 函数 可 从 这 9 个 传递 函数 得 到 。 各 求 和 点 的 方程 为 


T=7r— Prs 


TX2 二 d 十 CZ1i 
TXT3 = N+ Pr 
或 者 
1 0 FF Tl 7 
一 人 1 0 TX2 a 
0 一 已 1 3 Nn 


从 这 个 方程 中 可 以 看 出 : 系统 是 弱 良 定 的 ， 当 且 仅 当 上 面 方程 中 的 矩阵 是 非 奇 异 
的 , 即 1 + PCF 不 恒 等 于 0。 系 统 的 9 个 传递 函数 可 通过 下 面 方程 得 到 : 


—1 


ZX1 1 0 PF r 
X2 | 一 —O 1 0 a 
ZX3 0 —P 1 n 


即 
1 -PF 一 已 


C 1 —CF 
P 1 


定义 2.2 ( 强 良 定性 ) ” 当 式 (2.1) 中 的 9 个 传递 函数 都 是 正则 的 ， 我 们 称 系 
统 是 强 良 定 的 。 


1 


= ITPGOF (2.1) 
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显而易见 , 强 和 良 定 性 的 前 提 是 要 求 PC 和 书 是 正则 的 , 并 且 强 良 定 性 的 充分 
必要 条 件 是 1 + PCF 不 是 严格 正则 的 (PCF(o0) # 一 1)。 

性 质 2.1 ”如果 已 C 和 已 是 正则 的 , 并 且 其 中 之 一 是 严格 正则 的 , 那么 反馈 
系统 就 是 强 良 定性 的 。 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 假设 P 是 严格 正则 的 , 令 
Ne QM pMNe 
MP ， Moc” Me 
则 
NpNoeNF + MpMce Me 

MpMceMeF 

可 见 如 果 PP 是 严格 正则 的 , 1+ PCF 一 定 是 双 正 则 的 。 口 

在 本 书 中 ， 一 般 假设 : PP 是 严格 正则 的 , C 和 FF 是 正则 的 ， 即 系统 是 强 良 定 
的 。 


1+ PCF = 


2.2 内 稳定 


对 于 一 个 系统 ,仅仅 看 输入 -输出 传递 函数 是 不 够 的 ,即便 这 个 传递 函数 是 稳 
定 的 , 它 也 仅 能 保证 系统 存在 有 界 的 输入 时 , 输出 信号 是 有 界 的 , 却 不 能 保证 系统 
内 部 的 每 一 个 状态 变量 都 有 界 。 如 果 内 部 存在 无 界 信号 时 , 就 可 能 会 引起 物理 系统 
内 部 结构 的 毁坏 。 这 便 是 下 面 将 要 介绍 的 内 稳定 问题 。 

定义 2.3 (内 稳定 ) ”对 于 基本 反馈 回路 , 当 7,d,n 到 zi, zz,za 的 所 有 传递 函 
数 均 稳定 时 , 称 系 统 是 内 稳定 的 。 

内 稳定 的 一 个 结果 是 : 如 果 外 部 输入 信号 的 幅 值 有 界 , 那么 zi zz 和 zs 以 及 
u,y 和 w 都 是 有 界 的 。 因此 , 对 所 有 有 界 的 外 部 信号 ， 内 稳定 确保 内 部 信号 是 有 界 
的 (保证 系统 的 安全 性 )。 

例 2.1 在 图 2.2 中 , 假设 


0(s) = 7, p(s) , F=1 


8 十 s2—1 

判断 系统 是 否 为 内 稳定 的 。 

检验 从 > 到 y 以 及 从 a 到 的 传递 函数 。 
y PC 1 
r 14+PCF s2+2s+2 
y P s 十 1 

d 1+PCF (s—1)(s2+2s+2) 

从 7 到 y 的 传递 函数 是 稳定 的 , 但 从 a 到 > 是 不 稳定 的 ,因此 反馈 系统 不 是 内 稳 
定 的 。 这 种 情况 是 由 于 控制 器 的 零点 和 对 象 的 极点 在 s = 1 相 消 引起 的 , 即 


22 内 稳定 31. 


s—1 1 s—1 
”5+1s-1” (s+1)2(s—1) 
从 图 2.2 所 示 的 基本 反馈 系统 可 以 看 出 , 系统 是 内 稳定 的 当 且 仅 当 式 (2.1) 中 
的 9 个 传递 函数 都 是 稳定 的 。 直接 考察 9 个 传递 函数 的 稳定 性 比较 麻烦 ,下面 将 
给 出 一 种 更 简单 的 方法 。 将 PC, 下 写成 互 质 多 项 式 ( 即 分 子 分 母 没 用 共同 的 因子 ) 
的 比 N N N 
P= He CNo fi 
反馈 系统 的 特征 多 项 式 定 义 为 
NpNeNF + MpMce Me 
闭环 系统 的 极点 就 是 特征 多 项 式 的 零点 。 下 面 我 们 从 闭环 系统 的 极点 研究 系统 的 
内 稳定 性 。 
定理 2.1 反馈 系统 是 内 稳定 的 , 当 且 仅 当 没有 闭环 极点 ( 即 NpNeNF + MP 
McMes 的 零点 ) 在 Re s > 0。 
证 明 ”将 PC,F 的 互 质 多 项 式 代 入 到 式 (2.1) 中 , 整理 得 


Tl ] MpMceMe —NpMceNe —MpMoNeF Tr 
一 MpNeM MpMcoeM 一 MPNcN d 
TX2 NpNoNr + MpMo Me PIVCIMPF 三 CA PiNCINF 
TX3 NpNoMeF NpMceMeF MpMceMe nN 
(2.2) 


充分 性 证 明 。 显然 , 如 果 系 统 的 闭环 极点 , 即 NpNe Ne +AMpMcAMF 的 零点 ， 
都 不 在 复 平面 的 闭 右 半 平面 , 则 式 (2.2) 中 的 9 个 传递 函数 都 是 稳定 ， 因 此 系统 内 
稳定 。 
必要 性 证 明 。 假定 系统 是 内 稳定 的 , 那么 式 (2.2) 中 的 9 个 传递 函数 都 是 稳定 
的 ， 即 它们 没有 极点 在 Re s > 0, 但 这 并 不 能 立即 断定 NpNeNeF 二 MpMcMe 没 
有 零点 在 Re s > 0, 因为 即使 这 个 多 项 式 存在 一 个 闭 右 半 平面 的 零点 , 如 果 这 9 个 
传递 函数 的 分 子 也 怡 好 存在 同样 的 零点 ， 那么 它们 相 消 之 后 仍然 可 以 得 到 9 个 稳 
定 的 传递 函数 。 由 此 可 知 , 要 使 NpNoNE + MpMcMe 没有 零点 在 Re s > 0， 必 
须 得 保证 式 (2.2) 中 9 个 传递 函数 的 分 子 分 母 没 有 在 Re s > 0 的 共同 零点 。 下面 
将 接着 证 明 这 一 论断 。 首 先 , 我 们 假设 式 (2.2) 中 的 某 个 传递 函数 ， 如 
MPpMcMr 
NpNeNF + MpMo Mp 
分 子 分 母 同时 存在 一 个 在 Re s > 0 的 零点 ， 记 为 so,Reso > 0, 即 MpMcoMe 和 
NpNcNeE 都 存在 一 个 因子 (s - so)， 再 假设 该 项 因子 存在 于 Mp 中 , 根据 互 质 性 
可 知 ,Np 中 不 存在 该 项 因子 , 于 是 NcNs 中 必 存 在 该 因子 。 进一步 得 NpMcAMr 
或 NpMcNE 中 必 不 存在 该 项 因子 。 那么 传递 函数 
NpMceMe 
NpNeoeNF + MpMeMe 
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或 者 
NpMcNe 


NpNeNep + Mp Me Me 
分 母 中 的 不 稳定 极点 无 法 被 分 子 中 的 因子 相 消 , 于 是 该 传递 函数 是 不 稳定 的 。 事实 
上 , 无 论 假设 9 个 传递 函数 中 的 哪 一 个 为 不 稳定 的 ， 都 会 导致 另外 一 个 传递 函数 
不 稳定 ， 这 就 与 系统 内 稳定 的 假设 矛盾 ， 所 以 这 9 个 传递 函数 的 分 子 分 母 都 不 存 
在 相同 的 闭 右 半 平面 零点 。 

定理 2.2 ”反馈 系统 是 内 稳定 的 , 当 且 仅 当 下 面 两 个 条 件 成 立 : 

(1) 传递 函数 1 + PCF 没有 零点 在 Res > 0: 

(2) 乘积 PCF 在 Res > 0 没有 零 极 点 相 消 。 

证 明 ”根据 前 面 内 容 可 知 , 反馈 系统 是 内 稳定 的 , 当 且 仅 当 式 (2.1) 中 的 9 个 
传递 函数 都 是 稳定 的 。 

充分 性 证 明 。 假定 定 理 中 的 (1) 和 (2) 都 成 立 , 将 已 C, 已 写成 互 质 多 项 式 之 
比 的 形式 


令 30 是 特征 多 项 式 的 零点 ， 即 
(NpNoeNF 十 Mp Mo Mer)(s) 一 0 (2.3) 


下 面 将 证 明 该 多 项 式 的 零点 必 在 复 平面 的 左 半 平面 , 即 so < 0。 假 设 so > 0。 如果 
(MpMoMer)(s) = 0, 那么 由 式 (2.3) 可 知 (WPpNcNrj(s) = 0。 这 就 与 定理 中 的 条 
件 (2) 矛盾 。 如果 (MpMc MF)(s) 0, 用 它 去 除 (2.3) 中 的 方程 ,有 
NpNeNeg 
( + 这 (0 

即 (1 + PCF)(s) = 0, 这 又 与 定理 中 的 条 件 (1) 矛盾 。 由 此 可 见 ， 只 要 定理 中 的 条 
件 成 立 , 则 必 有 so < 0, 即 特征 多 项 式 的 零点 必 在 左 半 平 面 。 于 是 可 知 系 统 是 内 稳 
定 的 。 

必要 性 证 明 。 假 设 系统 是 内 稳定 的 ， 那 么 (1 + PCF)-! 必须 是 稳定 的 ， 即 
1 十 PCF 没有 零点 在 Res > 0。 这 就 证 明了 定理 中 的 (1)。 将 P,C, FF 写成 上 面 所 示 
的 互 质 因子 的 形式 。 由 定理 2.1 可 知 , 特征 多 项 式 NpNoNe + MpMcMs 没有 零 
点 在 so > 0。 因 此 ，Np 和 Mp, Mo, Mr 中 的 任何 一 个 都 没有 共同 的 零点 在 so >0 
(否则 , 特征 多 项 式 在 so > 0 存在 零点 )。 同 理 Nc, NE 也 不 可 能 和 Mp, Mc, Mp 有 
共同 的 零点 在 so > 0。 这 就 证 明了 NpNcNr 和 MPpWMcMr 在 so>0 没 有 共同 的 
零点 , 即 定理 中 的 (2)。 口 
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2.3 ”Nyquist 判 据 


本 节 再 从 定理 2.2 及 幅 角 原理 推导 出 Nyquist 判 据 , 该 判 据 是 根据 开 环 传递 函 
数 的 频率 特性 来 判定 闭环 反馈 系统 稳定 性 的 方法 。 为 了 简便 起 见 , 下面 只 讨论 单 输 
入 单 输出 系统 的 Nyquist 判 据 。 

考虑 图 2.3 所 示 的 单位 反馈 系统 
NP(s) Nce(s) 


图 2.3 单位 反馈 回路 


其 中 Np(s), Mp(s), Ne(s) 和 Mc(s) 均 为 关于 s 的 多 项 式 。 考虑 到 物理 的 可 实现 
性 , 假设 对 象 P(s) 和 控制 器 C(s) 均 为 严格 真有 理 传 递 函数 。 该 闭环 系统 的 传递 
因数 为 gts) 2 _ PC) 
1+ P(s)C(s) 

显然 有 

(1) 1 十 P(s)C(s) 的 极点 与 P(s)C(s) 的 极点 相同 。 

(2) 闭环 传递 函数 65(s) 的 极点 与 1 十 P(s)C(s) 的 零点 相同 。 

从 上 节 内 容 可 知 ， 闭 环 系统 的 稳定 性 取决 于 5(s) 的 极点 在 s 平面 的 分 布 情 
况 。 因此 , 判断 该 系统 的 稳定 性 需要 求解 多 项 式 方程 1+ P(s)C(s) = 0 的 根 , 即 需 
求解 

Np(s)N(c) + Mp(s)Mc(s)=0 

的 根 , 对 于 高 阶 系统 , 求解 该 方程 常常 比较 困难 。 为 了 避免 求解 该 方程 ,Nyquist 判 
据 给 出 了 另外 一 种 方法 : 根据 开 环 传递 函数 P(s)C(s) 的 极点 分 布 , 来 判断 闭环 系 
统 特征 多 项 式 在 s 右 半 平 面 的 根 的 数目 。 

引 理 2.1 ( 幅 角 原 理 ) ” 设 复 变 函 数 

w = 9(s) 

在 区 域 内 除了 有 限 个 孤立 点 以 外 均 是 解析 的 , 在 Q 的 边界 上 8(s) 连续 旦 不 
为 零 , 则 p(s) 在 Q 内 零点 总 数 Z 和 极点 总 数 P 之 差 , 等 于 s 沿 了 正方 向 上 运行 
一 周 时 , w = gs) 在 w 平面 绕 过 原点 的 总 圈 数 M, 即 


1 
一 一 Pp 一 一 
M=2 air arg $(s) 
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其 中 Ar arg p(s) 表示 %(s) 沿 了 运行 一 周 时 的 幅 角 差 ， 多重 极点 和 多 重 零点 按 重 
数 计算 。 

需要 注意 的 是 ，M > 0 表示 %(s) 的 零点 数 超过 极点 数 ， 反 之 亦 然 。 

定理 2.3 (Nyquist 稳定 判 据 ) ”对 于 图 2.3 所 示 的 系统 ， 若 开 环 传递 函数 
P(s)C(s) 在 右 半 平 面 内 有 p 个 极点 ， 其中。 = 0 为 v 重 极点 ， 则 闭环 系统 稳定 
的 充分 必要 条 件 是 : 当 w 从 -co 变化 到 oo 时 , 开 环 频率 特性 曲线 P(jw)C(jw) 包 
围 点 (-1,j0) 的 次 数 为 P+。 


证 明 ”如 图 2.4 所 示 , 考虑 s 平面 中 的 区 
域 Q, 其 边界 由 站 ,72, T3 和 If 组 成 , 其 中 

让: 从 -迟到 --jr 的 一 段 虚 轴 ; 

忆 : 以 为 半径 的 位 于 右 半 平 面 的 半圆 圈 
( 逆 时 针 ); 

只 ; 从 jr 到 jR 的 一 段 虚 轴 : 

Ta; 以 RR 为 半径 的 位 于 右 半 平 面 的 半圆 图 
( 顺 时 针 ); 

这 里 的 x 和 RR 均 为 适当 的 正 数 ， 使 得 
P(s)C(s) 的 已 个 极点 均 被 包含 在 Q 之 内 。 

图 24 区 域 2 及 其 边界 注意 1 + P(s)C(s) 与 P(s)C(s) 有 相同 的 极 

点 ， 所 以 1 + P(s)C(s) 在 Q 内 也 有 PP 个 

极点 。 假设 1+ P(s)C(s) 在 Q 内 有 2 个 零点 。 因 此 , 当 s 沿 三 顺 时 针 运 行 -一 周 
时 , 对 1+ P(s)C(S) 应 用 幅 角 原理 , 有 


一 一 了 = 去 Ar arg[ll 十 三 (s)C(s)] 
因为 P(s) 和 C(s) 均 为 有 理 函 数 , 于 是 有 
Ar,argll+ P(s)C(s) =0 
又 因为 s= 0 是 1+P(s)C{s) 的 wv 重 极点 ， 从 而 当 r 充分 小 时 ， 有 
Ar,argll + P(s)C(s)] ~ —vxn 
于 是 得 
Ar argfl 十 P(s)C(s) + Ar,argll + P(s)C(s)] 3 (P— N)2r + wn 
令 r 一 0, Ro%, 则 有 
Arargll + P(s)C(s) = (P— N)2n + vx 
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其 中 -co < w < +oo。 
由 于 闭环 系统 稳定 当 且 仅 当 其 特征 多 项 式 在 右 半 平 面 没有 零点 , 即 N = 0。 也 
就 是 说 ， 闭 环 系统 稳定 当 且 仅 当 


Arargll + P(s)C(s)| = (? 十 3 )2 
注意 到 , 1 + P(s)C(s) 绕 过 原点 的 圈 数 等 于 绕 过 点 (-1, j0) 的 圈 数 ,定理 得 证 。 口 
需要 注意 的 是 ， 当 P(s)C(s) 在 虚 轴 上 有 极点 s = jwo (wo 关 0) 时 , 在 构造 闭 
环 曲 线 三 时 , 可 以 用 半径 充分 小 的 半圆 绕 过 该 极点 (如 定理 证 明 中 绕 过 原点 一 样 ) 
的 方法 , 同样 可 以 得 到 类 似 的 结论 。 


2.4 渐 近 跟踪 


本 章 从 现在 开始 研究 单位 反馈 系统 ， 即 下 = 1， 系 统 的 方 框图 如 图 2.5 所 示 
(FF = 1), 其 中 为 渐 近 跟踪 误差 , 当 n = 4 = 0，e 等 于 参考 输入 (理想 的 响应 ) > 
与 对 象 输出 (实际 的 响应 ) y 之 差 。 本 节 研究 当时 间 趋 向 无 穷 时 ， 系 统 跟 踪 某 些 试 
验 信号 的 能 力 。 下 面 主要 讨论 阶 跃 信号 


c, t+t 宕 0 
rt) = 
1(t) | t=1 


图 2.5 单位 反馈 回路 


和 和 斜坡 信号 


0, t=1 
其 中 。 是 一 非 零 实数 。 从 参考 输入 7 到 系统 输出 y 之 间 的 传递 函数 为 
y _ PC de 


ct t>0 
r2(t) = | 


r 1+PC 

从 参考 输入 + 到 跟踪 误差 e 之 间 的 闭环 传递 函数 为 
ee__l1 dy 
r 1+PC 


对 于 传递 函数 P 的 摄 动 AP, 将 引起 了 的 摄 动 AT, 则 相对 摄 动 的 比 
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AT _ dTP 
APLo AP/P ™ dpT 
表示 了 了 对 P 的 变化 敏感 程度 。 
dTP C 1+PC 
dPT (+POR PC 


已 


定义 2.4 (敏感 函数 ) ”闭环 传递 函数 了 对 PP 的 无 限 小 摄 动 的 灵敏 度 称 为 系 
统 的 敏感 函数 。 

定义 2.5 ( 补 敏感 函数 ) T= 1 一 5 称 为 系统 的 补 敏感 函数 。 

从 上 面 的 分 析 可 知 , 5 就 是 系统 的 敏感 函数 。 系统 的 敏感 函数 和 补 敏感 函数 存 
在 着 关系 5 + 全 = 1。 下 面 本 节 将 介绍 ,系统 渐 近 跟 踪 阶 跃 信号 和 斜坡 信号 的 能 力 
取决 于 敏感 函数 5 在 原点 s = 0 处 的 零点 数 。 

定理 2.4 ”假定 反馈 系统 是 内 稳定 的 , 且 = qd = 0， 

(1) 对 于 rj ( 阶 跃 信号 )， 系统 浙 近 跟踪 (t -0,e(t) 一 0)， 当 且 仅 当 5 至 少 有 
一 个 零点 在 原点 。 

(2) 对 于 ra (斜坡 信号 ), 系统 渐 近 跟踪 ,， 当 且 仅 当 5 至 少 有 两 个 零点 在 原点 。 

证 明 如果 y(s) 是 一 有 理 Laplace 变换 ， 除 了 可 能 有 一 单 极点 在 原点 以 外 ， 
没有 极点 在 Res > 0, 那么 lim y(t) 存在 且 等 于 lim sy(s)。(1): 


ri(s) = 5, e(s) = S(s)ri(s) = 73(s) 
由 于 系统 是 内 稳定 的 , 则 S$(s) 是 一 稳定 的 传递 函数 。 根据 终 值 定理 
e(00) = lim s°S(s) = c5(0) 
则 
e(00) = 0 5(s) = 5(0) 
即 5 至 少 有 一 零点 在 原点 。(2): ra(s) = 与 ， 证 明 类 似 。 口 
例 2.2 在 图 2.5 中 , 假设 


判断 该 系统 的 跟踪 能 力 。 


从 > 到 e 的 传递 函数 等 于 
1 § 
Is 14s 


那么 该 系统 能 跟踪 阶 路 信号 , 但 不 能 跟踪 斜坡 信号 。 
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该 例 中 , 开 环 极点 s = 0 成 了 闭环 误差 传递 函数 的 零点 , 这 一 零点 与 7(s) 的 
极点 相 消 , 结果 在 r(e) 中 便 没有 不 稳定 的 极点 。 所 以 该 系统 能 跟踪 阶 跃 信号。 斜坡 
信号 输入 的 情况 与 此 类 似 。 


2.5 性 能 


前 面 研究 系统 跟踪 的 时 候 仅 考虑 渐 近 跟踪 单一 的 信和 号， 现在 考察 不 同 输入 信 
号 的 集合 下 , 跟踪 性 能 的 量度 。 确定 性 能 指标 ( 即 跟踪 特性 好 坏 的 量度 ), 取决 于 两 
方面 的 因素 : 一 是 我 们 知道 多 少 + 的 信息 ; 二 是 用 什么 方式 来 量 测 跟踪 误差 。 通常 
7 是 预先 未 知 的 , 但 我 们 总 要 预先 知道 一 组 可 能 的 输入 , 或 至 少 为 了 设计 的 需要 而 
假定 预知 的 。 首 先 考虑 一 组 正弦 信号 , 假定 r(t) 是 任意 幅 值 不 大 于 1 的 正弦 信和 号 


r(t) € {asinwt| va € (0, 1], vw € R:} 
对 应 的 Laplace 变换 为 
R(s) € { 


QW 
3S2 十 202 


Va E (0, 1]，, Vw E Ri ) 


我 们 希望 跟踪 误差 e(t) 的 幅 值 小 于 e, 根据 表 1.2 可 知 ，e(t) 的 最 大 幅 值 等 于 它 的 
传递 函数 的 oo 范 数 。 由 前 面 内容 可 知 ， 从 r(t) 到 elt) 的 传递 函数 即使 敏感 函数 
5(jw)。 那么 性 能 指标 就 可 以 等 价 表示 成 ||5(jw)| < 6。 由 elt) = alS(jw)| sin(wt+arg 


(SGw))), 则 
sup le(t)| = lle(leo = sup lSGw)| = SGw)lo 


即 ese。 < s -> 1。 < <。 定义 权 函 数 Wi(jw) = =， 则 由 Wo (jw)S(jw) = 
2sGiw), 有 | 

Wi Sl 一 zllSl~ < 1 
于 是 有 


Sloo < < 
进而 可 得 
|ellw < < 
以 jiWiSjl 为 跟踪 性 能 的 量度 , 将 性 能 指标 进行 了 标 称 化 (图 2.6)。 一 般 地 , 这 种 
处 理 可 视 为 在 参考 输入 信和 号 后 串联 了 一 个 滤波 器 。 
下 面 再 接着 考虑 任意 能 量 (在 沿 频率 加 权 的 意义 下 ) 不 大 于 1 的 输入 信和 号 如 
图 2.7 所 示 。 


7 的 = {Wi(s)ro(s)| rott)l2 < 1} 
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llelz < wa3|wllrolp => supllela = 13 
标 称 化 地 ， 令 jiWiS||ls。< 1 作为 系统 跟踪 性 能 设计 的 指标 , 可 保证 llell。 < 1 或 


llela < 1。 


no(D e( 有 nd) e( 3) 


图 2.6 性 能 标 称 化 图 2.7 能 量 不 大 于 1 的 信号 
26 注 记 


本 章 内 容 由 文献 [1] 的 第 3 章 整 理 而 成 , 其 中 2.3 节 参 考 了 文献 [2] 第 4 章 的 
内 容 。 


2.7 习 题 
1. 考察 图 2.2 中 所 示 的 基本 反馈 系统 ， 已 知 
P(s) = C(s) = >， F(s) = 1 


a 为 一 实数 , 求 出 保证 系统 内 稳定 的 a 的 范围 。 
2. 在 图 2.2 所 示 的 基本 反馈 系统 中 , 已 知 


P(s) = 二 1， 
求 出 最 小 的 反馈 增益 使 得 下 面 的 结论 都 成 立 。(1) 反馈 系统 是 内 稳定 的 ，(2) 当 
有 一 d=0 且 7 的 为 单位 阶 路 信号 时 ，lle(cojl| < 0.2。 
3. 考虑 图 2.2 中 所 示 的 基本 反馈 系统 , 已 知 7 = n= 0, d(t) = sin(wt)1(t)。 求 
证 : 如 果 反 馈 系统 是 内 稳定 的 , 那么 lim y(t) = 0 当 且 仅 当 已 有 一 个 零点 在 s = jw 
或 者 C 有 一 个 极点 在 s = jw。 
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第 3 章 ”不 确定 性 描述 与 鲁 棒 性 分 析 


对 系统 建 的 模型 总 是 存在 着 不 确定 的 因素 。 系 统 的 不 确定 性 有 两 个 来 源 : 一 是 
来 源 于 系统 外 部 , 表现 为 不 可 预知 的 干扰 ; 另 一 类 来 源 于 系统 内 部 , 常常 由 于 对 系 
统 运行 规律 的 认识 不 清 导 致 模型 与 真实 系统 之 间 存 在 着 误差 , 或 者 由 于 简化 系统 
模型 而 造成 的 不 确定 性 。 所 以 没有 任何 一 个 物理 系统 是 可 以 用 准确 的 数学 模型 来 
代表 的 。 基于 这 一 原因 , 我 们 必须 知道 建 模 误差 对 控制 系统 的 性 能 可 能 会 产生 怎样 
的 不 利 影响 。 本 章 开始 论述 各 种 不 确定 对 象 的 模型 , 进而 用 小 增益 定理 研究 鲁 棒 稳 
定性 , 即 在 对 象 存在 不 确定 性 的 情况 下 的 稳定 性 问题 。 最 后 一 个 专题 是 鲁 棒 性 能 问 
题 , 在 对 象 不 确定 的 情形 下 确保 跟踪 目标 的 实现 。 


3.1 对 象 的 不 确定 模型 


不 确定 对 象 建 模 的 基本 方法 是 用 一 个 集合 多 来 代表 对 象 的 模型 。 根 据 不 确定 
性 产生 的 原因 ， 我 们 将 不 确定 系统 分 为 : 结构 化 不 确定 性 和 非 结构 化 不 确定 性 模 
型 。 

定义 3.1 (结构 化 不 确定 模型 ) ”结构 化 不 确定 性 又 叫 参 数 化 不 确定 性 。 指 的 
是 系统 的 不 确定 性 可 以 通过 模型 中 有 限 个 参数 的 摄 动 来 描述 。 参 数 的 摄 动 可 能 会 
改变 系统 的 零 极点 分 布 进而 影响 系统 的 性 能 甚至 稳定 性 , 但 不 会 改变 系统 的 结构 。 

结构 化 不 确定 模型 找 述 不 确定 性 的 来 源 和 位 置 明确 的 情况 。 例 如, 考虑 一 个 对 
象 的 模型 

1 
s2 十 as 十 1 
其 中 常数 a 在 某 个 区 间 [cuin, amax] 内 ,那么 我 们 可 以 用 下 面 的 结构 化 集合 来 描述 
该 不 确定 系统 


P(s) = 


1 
2 = {a a € [amin， oo 


这 样 的 一 类 结构 化 不 确定 集合 是 由 有 限 个 参数 来 表示 的 (本 例 仅 一 个 参数 a)。 还 
有 一 类 结构 化 不 确定 性 是 离散 化 不 确定 性 : 以 离散 的 对 象 模型 的 集合 来 表示 对 象 


模型 。 例 如 
1 SA bs 十 1 
P(s) = 一- 一 -一 一 一 
(s) {a Ts 十 1 re 
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定义 3.2 ( 非 结构 化 不 确定 模型 ) ” 非 结构 化 不 确定 模型 描述 系统 “未 建 模 动 
态 ” 造成 的 不 确定 性 , 即 系统 的 不 确定 性 不 能 仅仅 用 有 限 个 参数 的 摄 动 来 表示 , 而 
是 通过 对 象 的 整体 摄 动 来 表示 。 这 种 摄 动 不 仅 会 改变 系统 的 零 极 点 分 布 和 个 数 , 通 
常 还 会 改变 系统 的 结构 。 

在 实际 工程 设计 中 ， 非 结构 化 不 确定 模型 更 加 重要 。 这 是 基于 两 方面 的 原因 : 
其 一 , 参数 化 不 确定 性 是 建立 在 对 系统 内 在 规律 的 深刻 认识 基础 上 的 , 但 是 对 系统 
的 完全 认识 实际 上 是 很 难 的 。 实 际 的 系统 都 应 当 包括 某 些 非 结构 化 的 不 确定 性 才 
能 覆盖 未 建 模 动态 。 因此 非 结构 化 不 确定 性 更 具 一 般 性 。 其 二 ， 当 系统 中 存在 多 个 
参数 同时 摄 动 , 尤其 是 这 些 摄 动 之 间 彼 此 耦合 的 时 候 , 用 参数 不 确定 性 来 描述 系统 
的 不 确定 性 , 其 处 理 过 程 是 非常 复杂 的 。 而 用 一 些 特定 的 非 结构 化 不 确定 模型 来 描 
述 系统 不 确定 性 时 , 如 乘积 不 确定 性 , 我 们 可 以 得 到 既 简单 又 具有 一 般 性 的 分 析 方 

下 面 将 进一步 讨论 具有 不 确定 性 线性 系统 的 建 模 问题 。 对 于 线性 系统 , 用 标 称 
系统 的 传递 函数 P(s) 及 未 知 摄 动 A(s) 来 表征 不 确定 系统 。 下 面 介绍 几 类 常用 不 
确定 性 系统 的 表达 方式 。 为 了 符号 简单 ， 我 们 用 P(s) 表示 标 称 对 象 的 传递 函数 ， 
实际 对 象 的 传递 函数 为 P(s)。 

乘积 摄 动 模型 如 图 3.1 所 示 , 我 们 用 一 个 集合 来 表示 系统 的 模型 ， 即 


P(s) = [1+A(s)Wa(s)] P(s), Allw <1 


这 里 的 A(s) 和 W2(s) 是 稳定 的 传递 函数 , 且 IIA(sjl。 么 1,， 并 且 假 设 A(s) 的 摄 
动 不 会 与 P(s) 中 不 稳定 极点 相 消 (P(s) 和 PE(s) 具有 相同 的 不 稳定 极点 )， 此 时 称 
A(s) 是 可 容许 的 。A(s) 为 尺度 因子 ,Wo(s) 是 权 函 数 。 


3.1 乘积 摄 动 模型 


从 上 述 乘 积 摄 动 不 确 定性 模型 的 描述 中 可 以 看 出 


POw) ， 


P(jw) 
对 每 个 w， 上 式 表示 一 个 以 (1,j0) 为 圆心 ， Wz (jw) 为 半径 的 圆 。 AW 是 偏离 1 的 


标 称 化 对 象 的 摄 动 , 即 AW 表示 了 不 确定 的 范围 。 用 该 模型 来 描述 不 确定 系统 处 
理 起 来 简单 、 规 范 , 但 是 比较 保守 。 


= |A(jw) Wz (jw)| 和 Ta2(jw)| 


3.1 ”对象 的 不 确定 模型 .41. 


加 性 摄 动 模型 ”如 图 3.2 所 示 , 该 不 确定 系统 的 传递 函数 为 


P(s) = P(s) + AW2(s) 


图 3.2 ”加 性 摄 动 模型 


除 性 摄 动 模型 ”如 图 3.3 所 示 , 该 系统 模型 用 下 面 的 传递 函数 集合 表示 : 


BS/ P(s) 
1 (3) = TAO 


图 3.3” 除 性 摄 动 模型 
混合 型 摄 动 模型 ”如 图 3.4 所 示 , 其 传递 函数 为 


»,、 P(s)(1 + A2Wa(s)) 
P(s) = (AI 


在 用 每 一 种 模型 时 都 要 对 A 和 W2(s) 作 适 当 的 假设 。 


图 3.4 混合 型 摄 动 模型 
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上 上面 介绍 几 种 不 确定 模型 中 , 我 们 用 标 称 对 象 P(s) 和 权 函 数 Wo(s) 来 表示 系 
不 确定 系统 。 但 是 实际 中 我 们 是 怎样 来 获得 权 函 数 Wz(s) 的 呢 ? 下面 我 们 举例 说 


3 , 例 3.1 ”根据 试验 ,获得 稳定 对 象 的 频率 响应 特 
性 fos (Mins prs)?_1}”，， 其 中 1 为 频率 点 的 编号 , 

上 ~ 为 试验 次 数 的 编号 。 选 取 标 称 对 象 传递 函数 P(s)， 获 
Mbp。 ”得 频率 响应 特性 {wi, (Mi)} 避 1, 如 图 3.5、 图 3.6 所 

. 统 频 响 反 
图 3.5 系统 频 响 应 特性 选取 Ws(s), 满足 
,Pik 
Waiwi)| > 和 -并 5 


僵尸 = (1 十 AT ) 己 


下 面 通过 一 个 例子 来 研究 结构 化 不 确定 性 模型 与 非 结 构 化 不 确定 性 模型 之 问 
的 转换 ( 结 梅 化 不 确定 性 模型 嵌入 非 结构 化 不 确定 性 模型 )。 


| Wai)| 


图 3.6 权 函 数 Wz(s) 


例 3.2 ” 设 标 称 模型 为 
1 
52 


如 理想 的 直流 电机 便 具 有 这 样 的 传递 函数 。 设 实际 对 象 含 时 间 滞 后 , 即 


已 (s) = 


3.1 对象 的 不 确定 模型 


e 一 7s 


Pl(s) = 
其 中 7 e [0，0.H 。 现 将 上 述 不 确定 性 模型 嵌入 乘积 摄 动 模型 中 。 由 
POw) | 一 rjao . 
POW ! =|e —1|<|W2aGw)|, vw, vr € [0, 0.1] 


画 出 |e-"jw 一 1| 和 |Wz(jw)| 


|e i 一 1| = V2(1 — cosT2w) 
_ |] 0, 7w= 2knx 
| 2 Tw = (2k+ 1)n 
选择 0.21 
Wa(s) = 0.1s 十 工 
这 样 便 可 以 得 到 不 确定 系统 的 乘积 摄 动 模型 。 
例 3.3 ” 设 实际 对 象 传 递 函数 


Po = 
其 中 Re [0.1，10]， 现 将 它 嵌 入 乘积 模型 。 令 标 称 
对 象 图 3.7 例 3.2 
0 
Ps) = 3 一 2 


POjw) ~ POw) . 
< 
注意 到 
POw) 1 -| 大- 1 
POjw) ko 
为 取得 最 小 上 界 , 取 
| hk | lo-5.05 
oo 二 | 5.05 
10.1 一 5.05 
加 5.05 
4.95 


5.05 
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则 
_ 4.95 (s) = 5.05 
”5.05° ss—2’ 


Wa(s) P(s) = [1 + A(s)Wa(s)] P(s) 

从 上 述 内 容 可 以 看 出 , 在 系统 建 模 的 过 程 中 , 实际 对 象 的 模型 可 能 属于 某 个 对 
象 的 集合 ， 但 是 这 个 集合 可 能 在 数学 上 难以 处 理 ， 因 此 我 们 把 他 典 入 到 一 个 容易 
处 理 的 较 大 的 集合 中 。 显而易见 , 这样 以 来 虽然 具有 保守 性 , 但 是 带 来 了 处 理 的 方 
便 。 乘 积 不 确定 模型 并 不 适合 所 有 的 情况 , 因为 覆盖 不 确定 性 集合 的 圆 有 时 是 一 种 
太 过 于 粗糙 的 近似 。 这 种 情况 下 根据 乘积 不 确定 性 模型 设计 的 控制 器 相对 于 原来 
的 不 确定 模型 就 可 能 太 过 于 保守 了 。 


3.2 ”和 鲁 棱 稳定 性 


在 研究 不 确定 系统 的 时 候 , 常常 假设 系统 的 传递 函数 属于 一 个 集合 多 ,在 对 
该 系统 进行 分 析 的 时 候 ， 就 需要 用 到 和 鲁 棒 性 的 概念 。 

定义 3.3 (和 鲁 棒 性 ) ”假设 对 象 属于 一 个 集合 多, 给 定 一 个 控制 器 , 如 果 该 控 
制 器 使 得 对 象 集合 中 的 每 一 个 对 象 都 具有 某 种 特性 ， 则 称 该 控制 器 对 此 特性 具有 
鲁 棒 性 。 

因此 谈 到 鲁 棒 性 必定 要 求 有 一 个 对 象 的 集合 ,一 个 控制 器 和 某 些 系统 的 特性 。 
一 般 说 来 , 鲁 棒 性 分 为 鲁 棒 稳 定性 和 重 棒 性 能 。 

定义 3.4 ( 鲁 棒 稳定 性 ) ”一 个 控制 器 C， 如 果 对 集合 多 中 的 每 一 个 对 象 都 
能 保证 反馈 系统 内 稳定 , 则 称 该 控制 器 具有 重 棱 稳定 性 。 

下 面 将 针对 不 确定 系统 的 各 种 模型 , 分 别 研究 其 鲁 棒 稳定 性 。 

定理 3.1 ” 设 对 象 不 确定 性 满足 乘积 摄 动 模型 ， 即 


P={ Ps) + A(s)Wa(s)] PG)| A < 1} 
设 控制 器 C 使 标 称 对象 P 内 稳定 ， 则 控制 器 C 使 内 稳定 的 充分 必要 条 件 为 
|WaT| < 1, 其 中 工 为 标 称 系统 的 补 敏感 函数 = po: 


证 明 ”充分 性 证 明 。 已 知 Ws7Tl| <1， 定义 工 = PC 表示 标 称 系统 的 开 环 
传递 函数 ,用 上 表示 摄 动 系统 的 开 环 传递 函数 , 则 有 


= (1+AW2)L 


3.2 ”和 鲁 棱 稳定 性 .45 - 


构造 工 的 Nyquist 图 , 将 围 线 2 在 虚 轴 上 的 极点 处 增加 四 模 向 左 绕 过 去 。 由 于 标 
称 系统 是 内 稳定 的 , 根据 Nyquist 稳定 性 判 据 可 知 , 工 的 Nyquist 图 不 经 过 -1 点 ， 
且 首 时 针 方 向 包围 -1 点 的 圈 数 等 于 PP 在 Res > 0 的 极点 数 加 上 C 在 Res > 0 的 
极点 数 。 构 造 摄 动 系统 二 的 Nyquist 图 ， 由 于 AW 的 引进 不 会 增加 虚 轴 上 的 极 
点 , 故 工 的 Nyquist 图 不 需 增 加 虚 轴 上 的 凹 槽 数 。 需 要 证 明 到 的 Nyquist 图 不 经 
过 一 1 点 ,， 且 逆 时 针 方 向 包围 -1 点 的 圈 数 等 于 (1 + AmW2)P 在 Res > 0 的 极点 数 
加 上 C 在 Res > 0 的 极点 数 。 换 句 话说 , 需要 证 明 工 的 Nyquist 图 不 经 过 -1 点 ， 
且 包围 -1 点 的 圈 数 与 二 的 Nyquist 图 相同 。 注意 到 工 (jw) 不 通过 (一 1,j0) 点 , 而 
人 A 可 容许 的 , 因此 ZL(jw) 也 不 通过 (一 1,j0) 点 ， 另 外 


IAWaT), =sup|A (iw) Wa (iw) T Go) 
<sup|A Gu)lsup Wa Go) T (io) 
=IWiT|, <1 
令 记 =1+E 入 二 1+L 分 别 表示 摄 动 系统 和 标 称 系统 的 闭环 特征 多 项 式 , 有 


F=1+L 
=1+(1+AW2)L 
二 (1 十 上) 二 


一 (1 十 五 十 A 了 2 
=(1 二 LL)+AW2oT(l+Li) 
=(1+ AW2T)F (3.1) 


因为 
IAW2T,, < |W2Tl < 1 


对 于 围 线 9 上 的 所 有 点 s， 1 + AW2T (jw) 总 是 位 于 以 1 为 圆心 ， 半径 小 于 1 的 

闭 圆 内 ， 相 位 角 变 化 <360°。 根 据 式 (3.1) 可 知 ， 当 s 绕 2 一 圈 时 ，L (jw) 围绕 

(一 1,j0) 的 圈 数 和 工 (jw) 围绕 (-1,j0) 的 圈 数 相同 。 则 摄 动 系统 内 稳定 。 
必要 性 证 明 。 用 反 证 法 。 设 |W2Tll、 = 上 >1 假定 w* =0 处 , 有 


[Wz Gw”)T (jw’*)| =% 
着 取 A= - (满足 Al < 1), 则 在 w” 处 , 有 


1+ AWa (Go)T Oo) =1- Fk=0 
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由 于 请 = (1 二 AW2T)F, 则 在 w*” 处 , 请 Gw*) =0, 即 工 (jw) 通过 (-1,j0) 点 。 
则 摄 动 系统 不 稳定 。 


根据 该 定理 , 我 们 可 以 定义 一 个 系统 的 稳定 裕 
量 , 设 系统 不 确定 性 满足 以 下 模型 : 


p(0) = {P= (+AW)PIIAI,. < 6) 


给 定 控制 器 C,， 设 C 使 标 称 对 象 P 内 
稳定 ， 若 存在 一 个 最 大 的 Bup 使 得 ， 对 于 每 一 个 
Pe p(Bsup) ,C 均 使 得 PP 内 稳定 , 则 称 ku 为 乘 
积 摄 动 模型 下 的 稳定 裕 度 。 定理 3.1 可 用 于 寻找 乘 
积 摄 动 模型 下 的 稳定 裕 度 。 由 


图 3.8 定理 3.1 


{B= (1+AWw) PA < 6} 
等 价 于 

{2= +Aw) Fl, sy 
其 中 


了 1 : 
A = 353A, W= BW 


则 由 定理 3.1, 摄 动 系统 p (8) 的 内 稳定 的 充分 必要 条 件 为 


[war = lewaTh, <1 
即 WT < 5 则 可 取 


Bsup 一 “a {8 ||8W2T|,, < 1} 


= sup {61 IW2Tl, < 1} 
加 1 
条 件 WaT ,<1 也 可 以 用 图 形 来 解释 。 注意 到 
Ws (jw) L (jw) 
1+ (jw) 
兮 | 了 2 (jw) 工 wjl< 1 二 工 (Go 咱 ， Vw (3.2) 


WaT < 1 全 < 1T， Vw 


3.2 和 鲁 棒 稳定 性 “47. 


最 后 一 个 不 等 式 表 明 ， 在 每 一 个 频率 下 ,临界 点 -1 都 位 于 以 工 (io) 为 圆心 ， 以 
|W2 Gw) 工 (jw)| 为 半径 的 圆 外 ,如 图 3.9 所 示 。 


图 3.9 图 示 和 鲁 棒 稳 定性 


定理 3.2 ”考虑 加 性 摄 动 不 确定 系统 
P=P+AW, 
设 控制 器 C 使 标 称 对 象 P 内 稳定 ， 则 控制 器 C 使 得 该 不 确定 系统 鲁 棒 稳 定 的 充 
要 条 件 为 |W2CS| ,<1。 
证 明 “充分 性 证 明 。 由 于 标 称 反馈 系统 是 内 稳定 的 ,其 开 环 传递 函数 工 = PC 
的 Nyquist 图 不 经 过 (-1,j0) 点 , 并 且 其 道 时针 包围 该 点 的 圈 数 等 于 P, C 在 闭 右 
半 平 面 的 极点 数 之 和 。 由 于 允许 的 摄 动 A 不 改变 PP 的 任何 不 稳定 极点 , 若 要 保证 
系统 摄 动 后 仍然 是 内 稳定 的 ， 只 需要 摄 动 后 的 开 环 传递 函数 
L= EC =(P+AW2)C 
的 Nyquist 图 道 时 针 包 围 (-1,j0) 的 圈 数 和 石 一 样 。 由 
1 十 歼 = 1 十 工 十 AHPC 
人 
1+L 
= (1+L)(1+AW2C5) 


二 (1 十 也 ) (+ 


并 注意 到 
IAW2CS|,, < IAll, WaC5|., 
和 |W2CSl., 
<1 
所 以 (1 二 AW2C5S) 总 是 位 于 以 1 为 圆心 , 半径 小 于 1 的 闭 贺 内, 于 是 1 + 上 的 幅 
角 变 化 等 于 1+ 工 的 幅 角 变化 , 因而 不 会 改变 包围 的 圈 数 。 所 以 不 确定 系统 仍然 是 
稳定 的 。 充 分 性 得 证 。 
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下 面 采 用 反 证 法 证 明 必要 性 。 假定 |W2C5|| ,> 1, 并 存在 频率 w*, 使 得 
[WaGw)CGw")S (iw)| = 1 
在 复 平面 内 , 复 向 量 Wz(jw*)C(jw*)S(jw*) 的 幅 值 为 1, 相 角 记 为 p*(W2C5), 如 图 
3.10 中 的 实 线 所 示 。 取 
-1 


和 0 JS) 
其 幅 值 也 为 1, 相 角 为 -x 一 yg*(W2CS), 如 图 3.10 中 的 虚线 所 示 。 显然 A(jw*) 是 


允许 的 , 且 有 
1+ (AW2CS) | =0 


于 是 1+ 的 Nyquist 图 会 通过 临界 点 , 这 样 的 摄 动 系 统 不 是 内 稳定 的 , 与 假设 巴 
盾 。 因此 假定 不 成 立 。 口 


入 Cljw*) SCjw) 


图 3.10 构造 A 示意 图 
定理 3.3 考虑 除 性 摄 动 不 确 定 系统 


P 
?= TTAW, 
设 控制 器 C 全 轩 区 对 入 P 内 稳定 ， 则 控制 器 C 使 得 该 不 确定 系统 鲁 棱 稳定 的 充 
要 条 件 为 W251 .、 
证 阴 法 证 六 的 一 个 关键 方程 为 
1+L=1+ TFAWC 

_ (1+D)(1+AW2S) 

加 1 十 A 人 好 
具体 证 明 过 程 留 作 课 后 练习 。 口 


引 理 3.1 5 二 |WzT| ,< 1 与 下 面 两 组 不 等 式 均等 价 : 


Im 
0 
1 
| 1- 议 | “ 


3.2 和 鲁 棒 稳定 性 .49 ， 


a | 
| [WisS| | < 
证 明 ”由 于 引 理 中 的 (1) 和 (2) 在 形式 上 具有 对 偶 性 ， 其 证 明 过 程 完全 类 似 。 


这 里 只 证 明 (1)。 
必要 性 证 明 : 因为 Wi5| + |W2T|l|x < 1, 根据 无 穷 范 数 定义 可 得 


中 5 9| 十 |WzT|| <1 


进一步 可 得 
IWiS|+|W2T| <1 
于 是 有 
| 三 2 了 | <1 
| [Wi5| <1— [Wz2T| 
所 以 有 
| lwWaTl <1 
Iwis]| IWi5| 
ee <: 
充分 性 证 明 : 因为 |W2T| < 1, 由 无 穷 范 数 定义 可 得 |W2T| < 1; 同 理 , 因为 
[Wi15| 
| -WT . < 
可 得 La | 
1— |W2T| 
又 因为 |W2T| < 1, 于 是 有 
1 WT = 1 WaT) 
经 整理 得 
[WS| <1— [Wz2T| 
从 而 有 
IWiS|+|IW2T|I <1 
所 BIWis|+|WaT|| ,<1。 口 
定理 3.4 ”考虑 混合 摄 动 不 确定 系统 
,1+AsW 
P= PTFAW, 


设 控 制 器 C 使 标 称 对 象 P 内 稳定 , 则 控制 器 C 使 得 该 不 确定 系统 鲁 棱 稳定 的 充 
要 条 件 为 
Hwisl + WaTlls <1 


50 


. 50 ， 第 3 章 不 确定 性 描述 与 鲁 棒 性 分 析 


证 明 ”为 了 定理 证 明 的 方便 , 先 推导 出 下 面 3 个 系统 鲁 棒 稳定 的 条 件 。 
(1) 假设 Ai 固定 ， 令 标 称 对 象 为 P= P(1 + A2W2), 设 不 确定 系统 为 


> P 
P= = 


1 十 AlVW 
根据 定理 3.3， 该 系统 鲁 棒 稳 定 的 条 件 为 ||W151| ,< 1, 其 中 


so__ 1 3 
1 1+PC 1+4+AWT 
于 是 鲁 棒 稳 定 条 件 可 等 价 改写 为 
| 5 
| 号 二 | < 1 
(2) 假设 As 固定 , 令 标 称 对 象 为 P = PIA 设 不 确定 系统 为 


P= PB(l+A2W) 


根据 定理 3.1, 该 摄 动 系统 鲁 棒 稳定 的 条 件 为 
PC 


了 2 


12721。 < |， 其 中 
7 


因此 , 和 鲁 棒 稳定 条 件 可 等 价 改写 为 


T 
Wo — 
| 1+AiWis 


1+PC 1+AiWis 


<1 


oo 


(3) 当 Ai, A2 均 不 固定 时 ， 系 统 鲁 棒 稳 定 要 求 条 件 (1) 和 条 件 (2) 均 满足 。 


上 WiS| + TH27|。 < 1 等 价 于 


| 
| 


根据 引 理 3.1 可 知 , 为 了 证 明 (3) 


S 
全 7 一 一 一 -一 
| 


Wi1 S| <l1 


Ws 了 


WaoTI| <1 
S 


<1e| 


1 + AiMmWis 


Wi 
11 + AsW2T 


W 


<1 


| 


< 1 


| 


中 的 关系 , 需 证 明 : 


2 <1 
1- [WaT 


3.2 和 鲁 棒 稳定 性 


以 及 


2 | WW 一 万 局 | <1 
由 于 其 对 偶 性 , 这 里 只 证 明 前 者 。 
充分 性 证 明 。 对 所 有 的 A， 有 
1=|1+AWT -AT 了 
< |1+ AWaT| ART 


< +AWT|+ IWT| 


于 是 有 
1 十 AP27| 之 1 一 [WaT| >0 


进一步 可 以 得 到 


WiS | Ws | v 
1+AWaT| ~ |1- WaTll’ “ 
于 是 
HS | 
| 1+ AWT | < 
因此 该 系统 满足 鲁 棒 跟 踪 性 。 
必要 性 证 明 。 设 在 w* 处 wis| 
1 — |W27)| 
取得 最 大 值 ， 即 
IW15| [Wi (jw) S$ (wj| 


Ws Wo) 500) 
1 WT 1- [Wa Oo) T Ow) 


寻找 A, 满足 1 一 |W2T|=|1++AW2T|, 即 AT27 < 0 (一 个 负 实 数 )。 则 ， 
Wi Go)S Go") 


anl.- 


1 — |W2 (Gjw*) T (jw*) 
W500 
1+AGw*) Wa Gjw*)T Gew*) 
WiS 
* | | <1 
下 面 问 到 定理 的 证 明 。 


充分 条 件 证 明 。 根据 (3) 可 知 。| |Wi5| 填 |W2T|||w < 1 等 价 于 


Wz2TI| <1 
9 
一 一 一 一 一 一 <1 
AW | 
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于 是 (1) 中 的 条 件 得 到 满足 。 对 于 摄 动 有 界 的 Al, 总 可 以 找到 一 个 合适 的 WWW, 使 
得 Ai1W15 > 0, 于 是 由 ||W2T|。< 1 可 得 


工 <1 
?1+ AMWisl., 


于 是 (1) 和 (2) 同时 满足 ， 系 统 鲁 棒 稳定 。 

必要 条 件 证 明 。 假设 系统 是 鲁 棒 稳定 的 , 于 是 (1) 和 (2) 中 的 条 件 都 成 立 。 对 
于 摄 动 有 界 的 A。， 总 可 以 找到 一 个 合适 的 权 Ws。， 使 得 AaW2T > 0, 于 是 1+ 
A2W2T > 1, 另外 , 由 (1) 中 的 条 件 


5 

TAR | < 

可 得 
[WisSll,, < 1 
因为 系统 鲁 棒 稳 定 ， 则 条 件 (1) 和 (2) 同时 满足 , 因此 可 推出 下 面 的 不 等 式 组 同时 
成 7 lasl。 <1 
T 
W27 + AiWiSo oo <1 


根据 (3) 中 的 结论 ， 有 
Wi S| + IW2TI|,, <1 口 


最 后 , 我 们 将 其 他 一 些 常用 不 确定 模型 的 鲁 棒 稳定 性 检验 概括 在 表 3.1 中 , 表 
中 的 工 ,5 均 表示 标 称 对 象 的 补 敏感 函数 和 敏感 函数 。 
表 3.1 常用 不 确定 模型 鲁 棒 稳定 性 的 检验 


摄 动 模型 条 件 
(1+ AW2)P Wall < 1 
P+ AW2 IWaCsll,, < :1 
P/(1 + AW2P) la2Psl。< 1 
P/(1+ AW2) IWzSll.. <1 
3 小 增益 定理 


3.2 节 分 析 了 摄 动 系统 的 稳定 性 问题 , 其 判 据 也 可 以 通过 下 面 介绍 的 小 增益 定 
理 得 到 , 并 与 前 面 定理 的 结果 一 致 。 

定理 3.5 (小 增益 定理 ) ”考虑 如 图 3.11 所 示 的 不 确定 系统 , 设 M < RH。。， 
且 令 >0, 则 对 所 有 的 A (s) ERH。， 人 

(1) 1Al。 < 1/7 当 且 仅 当 |M (se 

(2) 1Al。 < 317 当 且 仅 当 la (s。 


3.3 ”小 增益 定理 .53. 


图 3.11 基本 不 确定 系统 


证 明 ”由 于 定理 中 (1) 和 (2) 的 证 明 类 似 , 下 面 只 证 明 (1)。 不 失 一 般 性 , 假 
设 Y= 1。 

充分 性 证 明 。 由 于 M(s) 和 A(s) 均 是 稳定 的 , 所 以 M(s)A(s) 也 是 稳定 的 。 由 
于 A(s) e RH。。 且 ||At(s)lw < 1, 可 以 得 到 


inf g(T — M(s)A(s)) > 1— sup 5(M(s)A(s)) 
SEC 二 3EC+ 


=1-|M(s)A(sll。 
> 1— |M(s)l||w 


>0 


其 中 5(-), a(") 分 别 表示 最 大 和 最 小 奇异 值 。C+ 表示 闭 右 半 平面 。 可 知 , 下 式 
inf g(T ~ M(s)A(s)) #0 
SEC+ 


对 所 有 A(s) se RH。 且 ||A(s)|e。< 1 均 成 立 。 即 det(I - M(s)A(s)) 对 所 有 
A(s) ERH。 且 1A(sjll。 < 1 在 闭 右 半 平面 没有 零点 。 根据 定理 2.2 可 知 , 闭环 系 
统 稳定 。 

下 面 用 反 证 法 证 明定 理 的 必要 性 部 分 。 假 设 M(s) > 1, 下 面 将 证 得 : 存在 一 
个 AeRH。 且 1IAx<sil 使 得 det(I 一 M(s)A(s)) 在 虚 轴 上 有 一 个 零点 ， 因 此 系 
统 不 稳定 。 

设 wo € 了; U {00}, 使 得 5CM(jwo)) > 1。 令 M(jwo) = D(awo)2(juwo)y*(jao) 
为 一 个 奇异 值 分 解 , 其 中 

UGjwo)= [Ww wa … Vp] 
Vliwo)=[V WW . Wl 
(jwo) = diag{o1,02,-.*} 


结论 : 只 需 构 造 出 一 个 A < RH。。 使 得 A(jwo) = 二 及 ||All < 1 即 可 。 因为 ， 
对 这 样 的 A(s) 有 
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1 


=1— wUpV* 
Ol 


=0 
故 闭 环 系统 要 么 不 是 良 定 的 (车 wo = oo), 要 么 不 是 稳定 的 ( 若 we RR)。 下 面 对 这 
两 种 情况 再 分 别 进行 讨论 : 
(1) wo =0 或 co: 则 UU 和 VV 均 为 实 和 矩阵 。 此 时 , 可 将 A(s) 取 为 


人 = 2 E Ra*x? 
(2)0<Wo<o0: 记 ww1 和 wi 的 形式 分 别 为 
VI1691 
Wi= [uel aaeit ... wipeir], v= 2 
vse 


其 中 选择 合适 的 ui e RR 及 wm; € RR 使 得 对 所 有 i,; 都 满足 9;, 6; € [nx, 0]。 选 择 
Bi 之 0 和 a 一 7 之 0 使 得 


(Gi) 0, (oe) -as 
Bi + jwo Qj + jwo 


对 i 二 1,2,…,p 及 j=1,2,… ,gq 均 成 立 。 令 


y Cl 一 3 
1 1al 十 5 s y 8 
。 1 一 pT 
A=— : u 本 RH 
ba | 十 wi |e ™ 
ad 一 5 
ay 十 8 
1 . VI UT 
则 |Allw = <1 及 ||AGiwo)llw = <1。 口 
1 1 


通过 该 定理 同样 可 以 得 到 不 同 摄 动 模型 的 鲁 棱 稳定 条 件 ， 并 与 3.2 节 的 结果 
一 致 。 例 如 , 将 乘积 摄 动 模型 表示 成 如 图 3.11 所 示 的 形式 , 可 知 M = -W27T。 由 
于 乘积 摄 动 模型 中 有 ||Al| < 1, 根据 小 增益 定理 , 闭环 系统 稳定 的 充分 必要 条 件 为 
[WaT < 1。 


3.4 鲁 棒 性 能 ( 鲁 棒 跟踪 性 ) 


接着 研究 不 确定 系统 的 性 能 。 假 定 对 象 传递 函数 属于 集合 匈 。 鲁 棒 性 能 的 一 
般 含义 是 指 集合 中 的 所 有 对 象 都 满足 内 稳定 和 一 种 特定 的 性 能 。 需要 注意 的 是 , 鲁 
棒 性 能 的 前 提 是 要 求 系统 具有 重 棒 稳定 性 。 


3.4 和 鲁 棒 性 能 ( 鲁 棒 跟踪 性 ) . 55 . 


定义 3.5 (和 鲁 棒 跟 踪 性 ) ” 设 不 确定 对 象 属于 集合 多 , 对 于 给 定 的 参考 输入 信 
号 , 当 控 制 器 在 鲁 棱 镇 定 不 确定 系统 的 同时 , 使 得 该 摄 动 集合 中 的 每 一 个 对 象 均 具 
有 跟踪 性 能 ， 则 称 该 系统 具有 和 鲁 棒 跟踪 性 。 

例如 ,对 于 乘积 摄 动 模型 


= { Pls) [1 + Al(s)W2(s)l P(s) |Allw < 1} 


对 于 给 定 的 参考 输入 信号 , 当 鲁 棒 镇 定 的 控制 器 使 得 对 于 VE e 多 , 均 有 [ws < 
1, 则 称 系统 是 鲁 棒 跟踪 的 , 其 中 

si 

1+ PC 
为 摄 动 系统 的 敏感 函数 。 


C 为 鲁 棒 稳定 控制 器 的 条 件 为 127|。 < 1, 其 中 了 = Ts 为 标 称 系统 


的 补 敏感 函数 。 对 于 摄 动 系统 ，C 为 鲁 棒 跟踪 控制 器 的 条 件 为 |Wi 引 ”< 1, 其 中 


1 
iTEC 
1 
~ 1+(1+AWz2)L 

1 
(+)(0+AWT) 
5 
“1+AWT 


So= 


则 鲁 棱 跟踪 性 的 条 件 归 结 为 : 
(1) WzTl。。< 1( 鲁 棱 稳 定性 ); 


om < VA : |All < 1 (跟踪 性 )。 


下 面 针 对 几 种 摄 动 模型 , 给 出 其 鲁 棒 跟踪 性 的 检验 方法 。 
定理 3.6 ” 设 对 象 不 确定 性 满足 乘积 摄 动 模型 ， 即 


p= {P= 0+Aw) PIA <1)} 
则 系统 具有 和 鲁 棱 跟踪 性 的 充分 必要 条 件 为 
WS| + WaTl), <1 
证 明 ”充分 性 证 明 。 已 知 Wi.S| + |W27 川 。< 1, 该 式 等 价 于 


Wis|<1, [WaT|<1 有 8 [Wis|+ WaT|<1, vw 
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于 是 可 得 


[IWaTl,, <1 


即 系统 是 鲁 棒 稳 定 的 。 从 |H755|+ |W27| < 1 中 可 以 推出 
IW15)| < 1 一 jWz2T| 二 |1 一 |W2T|| 

[Wi5)| 
|1 ~ |W2T|| 
* | 
|1 — |w2T|| 


> < 1， Vw 


| <i 


对 所 有 的 A, 有 
1=|1+AW2T — AW2T| 
< |1+AW2aT|+|AW2T| 
< |1+AWoT|+|W2T| 


于 是 有 
1 十 A 帮 2 了 | 之 1 一 [WzT| >0 


进一步 可 以 得 到 


WiS | Ws vy 
Tr “|TmTl 
于 是 WiS | 
| 上 AT | “~ 
因此 该 系统 满足 鲁 棒 跟踪 性 。 
必要 性 证 明 。 设 系统 满足 鲁 棒 跟 踪 性 ， 即 
IWaTl < 1 | <1，vYA:IAI <1 
则 WaT| < 1,Vw。 设 在 w* 处 有 
IWiS| 
1 WT 
取得 最 大 ， 即 
IW15| [Wi Gw) 9 Gw)| 


= SUP 


1— WaT| oo 1 |Wz (jw) TGw) 


寻找 A, 满足 1 一 |W2T|= |1+AW2sT|, 即 AWzT < 0 (一 个 负 实 数 )。 则 


3.4 重 棒 性 能 ( 鲁 棒 跟 踪 性 ) .57. 


| | -| Wi (jw*) S jw”) 
1— | 1 — |Wz (jw*) T Gjw*)| 
_ [Wi (ew) S (Gjw”)| 
[1 + A (Cw) Wo Gow*) T (jw*)| 


Wis 
< | amal <! 
1 — WaT| ww 
即 


WiS|+|WaTl < 1, vw 


进一步 可 得 到 
Iwis| + WaTll, <1 


定理 3.7 ”考虑 加 性 摄 动 不 确定 模型 
P=P+AW, 
标 称 性 能 条 件 为 Wi5|| < 1, 鲁 棱 性 能 的 充分 必要 条 件 是 
HWisl+iWaCSsil, <1 


证 明 ”对 于 标 称 对 和 象 内 稳定 的 加 性 不 确定 模型 , 其 标 称 性 能 条 件 为 W151 ,< 


1, 鲁 棱 稳定 条 件 是 |W2C5|、< 1。 当 PP 摄 动 到 P, 5 将 摄 动 到 9, 即 


1 
1+PC 
1 
+ (P+AWa)C 
加 S 
~ 1+AW2CS 


启 


因此 , 鲁 棒 性 能 条 件 等 价 为 


| Wz2CS||,, 
| os FAW | < 


由 引 理 3.1 可 知 , 上 Wi5| 十 |W2CSI、< 1 可 等 价 于 


| IWaCS|., 
| 
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于 是 问题 转化 为 证 明 : 不 等 式 组 


IWaCSl 
| 


1+AW2CS5 
| [WaCS|| 
上 | < 


l1=|1+AW2C5 — AW2C5| 
<|ll+AW2CS|+|AW2CS| 
<|1+AWaCS|+ IW2C5)| 


下 


与 下 面 的 条 件 等 价 : 


充分 性 证 明 。 注意 到 


因此 有 
0<1-|WCs| < |1+ AW2C5| 
所 以 
TS WiS | _1 
1+AW2CS||, ~ ll1- IW2C5| 
必要 性 证 明 。 设 在 频率 w* 处 
TS 
1— |W2C5)| 

取得 极 大 值 ， 即 

| cs 一 CG | - 1— 二 ec 2” 
选择 A 使 得 


需要 注意 的 是 , 这样 的 A 是 肯定 存在 的 ， 即 


_ [WaC5| 
~ W205 | 2 


描述 与 鲁 棒 性 分 析 


3.4 和 鲁 棒 性 能 ( 鲁 棒 跟踪 性 ) . 59 . 


其 几何 意义 为 将 向 量 WzCS 的 幅 值 归 一 化 , 幅 角 变 为 自身 的 补 角 , 如 图 3.12 所 示 。 
因此 


| -cal 时 1 
_ Ws5 
1 


定理 3.8 ”考虑 除 性 摄 动 不 确定 模型 b 
f= ITAW 
其 标 称 性 能 条 件 为 Wi < 1， 则 和 鲁 棒 性 能 的 充分 必要 条 件 是 


WT + Wasll,, <1 


Waljw*) Cl ) Sw”) 


图 3.12 构造 A 示意 图 


证 明 ”对 于 标 称 对 象 内 稳定 的 除 性 不 确定 模型 , 已 知 标 称 性 能 条 件 为 1871。 

< 1, 鲁 棱 稳定 的 条 件 是 iW251| < 1。 当 PP 摄 动 到 5, 7 将 摄 动 到 人 了 

PC 
1+ PC 
PC 
1 了 +PC+AT 
可 T 
1+AW2s 


T= 


因此 , 和 鲁 棱 性 能 的 条 件 等 价 于 


[ee 


1+ AW2S 
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由 引 理 3.1 可 知 
WTI+ Iwas <1 
可 以 等 价 于 
| IWaS||, <1 
WiT 
于 是 问题 转化 为 证 明 
| YY23||， 
WiT 
] 1 + AWa5 < 
等 价 于 


| [Wz S| 

1 
| | “ 
1 = |1 二 AW25S— AW-25| 


<|1+AW25|+|AW5S)| 
<|1+AW2S|+|W2a5)| 


充分 性 证 明 。 因 为 


于 是 得 到 
0<1- |Was| < |1+ AW5)| 


所 以 
| 


T 十 A 玫 ?9 oo 
必要 性 证 明 。 设 在 频率 w* 处 


0 | <1 


WiT 
1 二 17W25| 


取得 极 大 值 ， 即 


Ww 二 Ww* 


al). ~ rm 
选择 人 A 使 得 下 面 等 式 成 立 : 


1- |WaS| = |1+ AW2s| 


3.5 注 记 .61. 


这 样 的 A 是 必然 存在 的 


其 几何 意义 为 将 向 量 Wzs 幅 值 归 一 化 , 幅 角 变 为 自身 的 补 角 , 如 图 3.13 所 示 。 因 
Wi 加 Wi7T 
sal ~ imal 
WT 
~ |1+ AwW25| 
| 
过 | 一 一 -一 
1 + AWoS 


他 一 Co 


De 


图 3.13 构造 A 示意 图 


以 上 几 个 定理 中 给 出 了 已 知 不 确定 摄 动 模型 和 标 称 性 能 条 件 的 情况 下 ， 摄 动 
系统 鲁 棒 性 能 的 检验 条 件 。 表 3.2 给 出 了 4 种 不 确定 模型 和 两 种 标 称 性 能 条 件 下 ， 
不 确定 系统 鲁 棒 性 能 的 检验 。 


表 3.2 ”常用 不 确定 模型 鲁 棒 性 能 的 检验 


摄 动 标 称 性 能 条 件 
IWisll,, <1 IWiTl,, <1 
(1+ AW2)P 川 HS 二 THW2T|I <1 复杂 
P+AW2 IWiSsI+|IWaCSlll,, <1 复杂 
P/(1 + AWaP) 复杂 WiTI+|IW2 PS <1 
P/(1 + AW2) 复杂 NWTI+IW2Slll, <1 
3.5 注 记 


本 章 内 容 由 文献 [1] 的 第 4 章 、 文献 [3] 的 第 9 章 和 文献 [3] 的 第 3 章 内 容 整 
理 而 成 。 
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3.6 习 题 


1. 考虑 一 个 单位 反馈 系统 (FF = 1), 如果 一 个 控制 器 能 同时 使 得 两 个 对 象 内 稳 
定 , 这 两 个 对 象 在 ReS > 0 有 相同 数量 的 极点 吗 ? 为 什么 ? 
2. 考察 一 个 单位 反馈 系统 ,其 中 


是 否 存在 一 个 控制 器 C(s) 使 得 k= 1 和 大 = 2 两 种 情况 下 系统 均 能 内 稳定 ? 
3. 考察 一 个 单位 反馈 系统 ,其 中 


P(s) = i C(s) = 10 
其 中 a 是 一 个 实数 , 试 求 出 保证 系统 内 稳定 的 a 范围 。 


4. 证 明定 理 3.3 中 的 结论 。 
参考 文献 
[1 Doyle J C, 弗朗西斯 B A, 坦 嫩 鲍 姆 A R. 反馈 控制 理论 . 慕 春 棣 译 . 北京 ; 清华 大 学 出 
版 社 , 1993. 
[2] 周 克敏 , Doyle J C, Glover K. 鲁 棒 与 最 优 控 制 . 毛 剑 琴 , 钟 宜生 , 林 岩 等 译 . 北京 : 国防 
工业 出 版 社 , 2006. 
[3] 黎 小 辅 . 不 确定 线性 系统 鲁 棒 控制 若干 问题 研究 . 杭州 : 浙江 大 学 博士 学 位 论文 , 2006. 
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本 章 研究 系统 的 综合 问题 。 考 虑 如 图 4.1 所 示 的 单位 反馈 系统 ， 其 中 P 严格 
正则 , C 正则 , 则 标 称 系 统 是 强 适 定 的 。 给 定 对 象 P, 系统 的 综合 问题 一 般 为 设计 
C0， 使 得 反馈 系统 达到 

(1) 内 稳定 : 

(2) 具有 某 些 希望 的 附加 特性 ,如 跟踪 性 能 。 
系统 综合 的 一 般 方法 是 把 所 有 满足 (1) 的 控制 器 C 参数 化 , 然后 考察 是 否 存在 一 
个 参数 使 (2) 成 立 。 本 章 主要 研究 求 出 这 样 控制 器 的 方法 。 


图 4.1 单位 反馈 系统 


4.1 控制 器 参数 化 : 稳定 对 象 


本 节 研 究 标 称 对 象 的 综合 问题 , 即 对 象 是 没有 不 确定 性 的 传递 函数 。 并 假定 对 
象 P 是 稳定 的 , 要 参数 化 所 有 控制 器 C 使 得 反馈 系统 内 稳定 。 令 ¢ 为 所 有 稳定 、 
正则 、 实 有 理 传递 函数 的 集合 , 如 果 已 Ge ¢, 则 有 下 面 的 性 质 : 

(1)F+GEert: 

(2) F.Gert: 

(3) 1erl。 

定理 4.1 假定 P ec, 那么 使 反馈 系统 内 稳定 的 所 有 控制 器 C 的 集合 为 


9 . 
(sd 
证 明 ”必要 性 证 明 。 假定 C 使 系统 达到 内 稳定 , 令 @Q 表示 从 > 到 v 的 传递 
函数 ， 即 
def CC 
4 一 证 无 
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那么 Q ec, 并且 有 


充分 性 证 明 。 假定 Q < ¢, 定义 


a (4.1) 


根据 前 面 内 容 可 知 ,反馈 系统 是 内 稳定 的 ， 当 且 仅 当 9 个 传递 函数 

1 -PP 一 

C 1 一 C 
P 1 


都 是 稳定 的 和 正则 的 。 将 式 (4.1) 代入 上 式 , 并 简化 分 式 , 得 


1- PO -PI-Po -(1— PQ) 
Q 1- PQ -Q 
PQ P(1 — PQ) 1- PQ 


注意 到 这 9 个 传递 函数 都 是 自由 参数 Q@ 的 仿 射 函数 ， 即 每 一 个 传递 函数 都 具有 
也 十 TsQ 的 形式 , 这 里 的 二 ,DH 均 属 于 4。 显然 这 9 项 都 属于 i。 
下 面 来 看 看 定理 4.1 的 应 用 。 假定 要 找 一 个 C, 使 得 反馈 系统 内 稳定 , 且 y 渐 
近 跟 踪 阶 跃 输入 r(d = 0)。 注意 到 该 系统 的 敏感 函数 为 
1 


按 定理 4.1 参数 化 C, 那么 y 渐 近 跟踪 阶 跃 信号 的 充分 必要 条 件 是 从 > 到 e( 即 5) 
的 传递 函数 有 一 个 零点 在 s = 0, 即 


1 
1+ PC 


P(0)Q(0)=1 
这 个 方程 有 解 Q@ e 56, 当 且 仅 当 P(0) 承 0。 当 这 个 条 件 满足 时 ， 所 有 人 解 的 集合 是 


QQ _. __l 
(esco0 -50| 
我 们 注意 到 , 在 s= 0 的 情况 下 , 8 等 于 已 的 逆 。 而 且 可 以 检验 , 这样 的 控制 器 有 
一 个 极点 在 s = 0 (参看 第 3 章 )。 
例 4.1 已 知 一 个 对 象 为 
1 


“GDGT 可 


4.2 互 质 分 解 . 65 . 


寻找 一 个 使 系统 达 内 稳定 的 控制 器 C， 使 输出 信号 y 渐 近 跟踪 斜坡 信号 7。 
按 定理 4.1 参数 化 C, 从 + 到 e 的 传递 函数 5 必须 有 (至 少 ) 2 个 零点 在 s =0， 
又 知 > 有 2 个 极点 在 此 处 。 取 


它 属于 <， 且 有 两 个 变量 a 和。 可 用 来 配置 $ 的 两 个 零点 , 于 是 有 
as 十 日 


3(s)=1- (s +1) (s+2) 


83 十 4s2 十 (5 一 a)s 十 (2 一 中 (42) 
(s +1) (s+2) 
所 以 应 当 取 a = 5, b= 2。 这 就 得 到 
5s 十 2 
9 (一 s+1 43 
Ca) (5s 十 2)(s 二 1)(s 十 2) (4.3) 
s2 (8 二 +4) 


该 控制 器 是 可 镇 定 的 , 且 传 递 函数 5 有 2 个 零点 在 s = 0, 即 肥 馈 系统 满足 跟踪 性 


能 。 


4.2 互 质 分 解 


本 节 将 介绍 传递 函数 的 互 质 分 解 ， 主要 为 下 一 节 做 准备 。 
定义 41 设 N, MM ec, 车 存在 X,Y eC, 满足 以 下 方程 : 
XN+YM=1 (4.4) 

则 称 N，M 互 质 。 

性 质 4.1 N，M 是 互 质 的 , 当 且 仅 当 MY 在 Re{s) >0 和 s = co 没有 共同 的 

这 个 性 质 的 证 明 是 显然 的 , 着 存 在 s = so 满足 N(s0) = M(s0) = 0， 则 

X(so)N(so) + Y (so)M (so0) 二 0 1, VvX,Y € C 

进一步 也 可 以 证 明 性 质 中 的 条 件 是 充分 条 件 。 

定义 4.2” 设 G 为 实 有 理 传 递 函数 , 若 存 在 N, M ei, 使 
N(s) 
M(s) 
且 N, M 互 质 , 则 称 W，M 为 G 在 “中 的 一 个 互 质 分 解 。 


G(s) = 
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对 于 给 定 的 实 有 理 传 递 函 数 G(s)， 本 节 的 目的 在 于 求 出 ¢ 中 的 4 个 函数 
N(s),X(s),M(s),Y(s)， 使 得 下 面 两 个 方程 得 到 满足 : 
N(s) 
M(s)” 
通常 由 给 定 的 G(s) 构造 N(s) 和 M(s) 是 比较 方便 的 , 具体 见 下 例 。 
例 4.2 ”给 定 一 实 有 理 传 递 函数 为 


G(s) = 


N(s)X(s) + M(s)Y(s)= 1 


求 其 互 质 分 解 。 
将 分 子 分 母 同 除 以 一 个 在 Re(s) > 0 无 极点 的 多 项 式 , 如 (s + 0*, 一 般 地 , 
为 G 分 子 分 母 的 最 大 阶 次 。 这 里 = 1， 即 


; 5 
N= Hr MT 
值得 注意 的 是 , 如 果 取 > 1, 那么 N (s) 和 M (s) 就 不 是 互 质 的 。 例如 , 我 们 可 以 
取 有 = 2， 此 时 有 | 
N(s) = I = I 
显然 , N (s) 和 MM (s) 在 s = oo 有 共同 的 零点 , 因此 它们 不 是 互 质 的 。 

Euclid 算法 ”由 互 质 的 N, M e i, 求 X,Y eC 满足 XN+YM =1 是 比较 
困难 的 。 可 以 用 下 面 介绍 的 Euclid 算法 来 解决 这 个 问题 。 给 定 多 项 式 n(A),m( 和 )， 
满足 deg(n) > deg(m)。 如 果 n(X) 的 阶 次 比 mm(A) 的 阶 次 小 , 则 交换 n(A) 和 mm (A)。 
下 面 给 出 Euclid 算法 来 求 出 z(A) ,y(A)， 满 足 z(Amn(A ++yO)m(N)= 1。 


(1) 第 一 步 : 用 n 除 以 m, 得 商 和 余 式 分 别 为 qu,ri， 
N= mgi+7Tl 


此 时 有 : ri 阶 次 小 于 m 的 阶 次 。 
(2) 第 二 步 : 用 m 除 以 71, 得 商 和 余 式 分 别 为 qz,r2， 


m= 7192 十 72 


此 时 有 : ra 阶 次 小 于 ri 的 阶 次 。 
(3) 第 三 步 : 用 ri 除 以 72, 得 商 和 余 式 分 别 为 q3, Ts， 


"1 二 7243 十 73 


此 时 有 : ra 阶 次 小 于 r2 的 阶 次 。 
继续 计算 ， 直到 第 步 时 得 到 的 余数 rk 为 一 常数 则 停止 。 具体 计算 过 程 总 结 在 


4.2 互 质 分 解 .67. 


表 41 中 。 终 止 判 据 ， 当 m (和) 为 一 个 常数 (与 A 无 关 ) 时 ， 则 停止 计算 。 若 
Tn 二 0， 则 n (A),m (A) 不 是 互 质 的 ; 若 Tn 天 (0)， 则 2 (和 ) ,mm (入 ) 是 互 质 的 ， 此 时 由 
Tr 二 Tn 2 Tno1dn 可 解 出 


Tn 一 a (qi, qd2，…: ,Gn) “N+b(g1, ga , Gn) “mm 
其 中 Q( ,() 是 (q1, q2;* ,qn ) 的 多 项 式 。 令 
1 
2X( 入 ) = 交 &(91,92， ,qn) 
1 
y(A) = 7 (qi, q2, gn) 


有 
Z(A)m(A) + ymA) = 1 
于 是 得 到 所 需 的 x(A) 和 z(A)。 下 面 通过 一 个 例子 来 介绍 Euclid 算法 。 


表 4.1 Euclid 算法 


步 又 被 除数 除数 商 余 备注 
1 n (A) m (入 ) 91 (A) r1 (和 A) n= mgitrl 
2 m {A\) ri (XN) 92 (入 ) 72 (入 ) Ia 一 7192 十 72 
3 r1 (》) 72 (入 ) 93 (入 ) 73 (入 ) 71 一 r2g3 十 73 


n Tn—2 (2) Tn—l (入 ) dr (入 ) Tn (A) Tn-2 一 7m-19r 十 了 nm 


例 4.3 7m(A) = 》2,m(A) = 一 2 和 2 一 和 +1, 用 Euclid 算法 求 出 多 项 式 z( 和 ),y( 和 ) 
使 之 满足 zm +ym = 1。 用 mn(A) 除 以 m( 和 ). 得 商 和 余数 分 别 为 


nN) = -3 
1 1 
r1(A) 一 一 5 十 了 
再 利用 m( 和 ) 除 以 m(A)， 得 商 和 余数 为 别 为 
gq2( 和 A 和} = 4A+6 
rz(A) = 


由 于 ra 是 一 - 非 零 常数 , 故 n( 和 ),m(A) 互 质 , 日 有 
有 一 ?2041 十 91 
70 一 7192 十 72 
得 
r2 = (1 十 qigz)7m — qan 


. 68 . 第 4 章 ”控制 参数 化 与 镇 定 设计 


注意 到 
je 1 
_ (1 + gq192) 


nN 一 上 


72 72 
因此 取 
人 一 开 2 和 十 3 
72 


下 面 给 出 将 一 实 有 理 传递 函数 G 进行 互 质 分 解 的 步骤 。 主 要 思路 在 于 做 作 变 
量 代 换 s 一 入 | | 


5 二 Oo 


和 A’ si+l 
使 得 和 的 多 项 式 变 成 《 中 的 函数 。 对 G 进行 互 质 分 解 的 步 又 如 下 ; 
(1) 如 果 G 是 稳定 的 , 取 N=G,M=1,X=0, 节 =1, 停止 否则 继续 。 
(2) 利用 映射 s = (1 一 和 /和 将 G(s) 变换 成 G (A), 将 C(A) 写成 互 质 多 项 式 
的 比 


(3) 利用 Euclid 算法 , 求 得 多 项 式 z( 和 ),y() 使 得 nz 十 my = 1。 


(4) 利用 映射 
1 


5 十 1 
将 mA,m(A,z(A),VA) 变换 成 N(s),M(e,X(sY(s)， 此 步骤 中 所 用 的 映射 
并 不 唯一 , 但 必须 保证 ma(A),m(A),z(A)V(A) 映射 到 N, M,X,Y 后 , 它们 属于 6。 
例 4.4 ” 设 一 有 理 传 递 函数 为 


1 


CO) = ra 


对 其 做 互 质 分 解 。 利用 映射 s 二 人 将 G(s) 变换 成 G(A), 得 


_ 入 2 
CA) = sx A 十 于 


即 n= 和 2,m = -2X? -入 +1, 根据 例 4.3 可 得 


工 二 2A 十 3 
y 二 入 十 1 
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1  ， 

再 利用 映射 和 = F347 得 
1 
-ry 
(s+2)(s—1) 
M(s)= CE 


4.3 控制 器 参数 化 : 一 般 对 象 
前 面 讨 论 了 稳定 对 象 的 控制 器 设计 , 为 了 研究 更 一 般 的 情形 , 下 面 不 再 假设 控 
N(s) 、 
1 为 P 在 ¢ 中 


制 对 象 P 是 稳定 的 。 
定理 4.2 ” 设 PP 和 C 分 别 为 控制 对 象 和 控制 器 , P(s) = 
的 一 个 互 质 分 解 。X,Y < 6， 满足 XN -+ YM = 1, 则 使 闭环 系统 内 稳定 的 所 有 C 


的 集合 为 xpi 
ee- Ne led 


其 中 8 为 控制 器 参数 。 
为 证 明定 理 4.2, 先 给 出 以 下 引 理 。 
引 理 4.1 设 己 和 C 分 别 为 控制 对 象 和 控制 器 , 令 
N。 N 
c= 死 ，P= 元 
分 别 是 5 中 的 互 质 分 解 , 则 闭环 系统 内 稳定 的 充分 必要 条 件 为 


(NN. +TMMoE( 
证 明 系统 内 稳定 的 充 要 条 件 为 下 面 的 9 个 传递 函数 都 是 稳定 的 


Xl 1 1 —P 一 上 
TX2 一 1+PC C 1 一 人 d 
注意 到 
1 1 
加 NNe 


= MM(NN.+ MM.) ! 
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而 MA eC， 则 系统 稳定 性 取决 于 (NN。 + MM.) “的 稳定 性 。 口 
下 面 回 到 定理 4.2 的 证 明 


有 _X+MQ A 
证 明 ”充分 性 证 明 。 已 知 Q < 且 C= 立 -NO 人 


N.=X+MO, M.=Y-NQ 


首先 证 明 C = 站 是 < 中 的 互 质 分 解 。 


NN+MM=XN+YM=!1 


因此 C= oY 是 5 中 的 互 质 分 解 。 由 于 Ne M6。,N,M eC, 所 以 C= 和 


的 一 个 互 质 分 解 。 同 时 注意 到 
(NeN+ MeM) "=1€C 
根据 引 理 4.1， 闭环 系统 内 稳定 。 
必要 性 证 明 。 已 知 系统 内 稳定 , 设 C 为 任 一 使 得 闭环 系统 内 稳定 控制 器 。 令 
Ne 


C= 二 为 《中 的 一 个 互 质 分 解 , 定义 


是 5 中 


1 
~ NN.-MM. 


人 

由 引 理 4.1 可 知 ， VE GC, 且 
NNeo+MAu = 工 

构造 一 个 Q, 满足 Meo =Y 一 NQ, 代入 上 式 得 NNee+M(7 - NQ) = 1。 又 因为 


NX+MY=NX+MY—- MNQ+MNOQ 
=N(X+MQ)+M(Y — NOQ) 
=1 

比较 两 式 , 可 得 NNov = N(X+MQ), 即 New= 针 + MQ,， 则 有 


Ne Neo X+MO 
M. Mw 了 -NG 


最 后 需 证 明 Qe c。 由 Mo 二 YNQ, 有 


XM.v = XY XNOQ 


由 No =X+MQ, 有 
YNv= XY+YMOQ 


4.3 控制 器 参数 化 : 一 般 对 象 .71 . 


两 式 相 减 得 
(YN ~ XMo)v= (YM+XN)Q=Q 


因此 有 


Q= (YN — XM )vec 
推论 4.1 设 Pec, 则 使 闭环 系统 内 稳定 的 所 有 控制 器 C 的 集合 为 


证 明 ”由 于 P eC, 根据 互 质 分 解 算法 , 可 令 N= PM=1,X=0,Y=1， 
代入 定理 4.2, 可 得 


X+MO @ 
YNG 一 PS 

标注 4.1 当 久 + MQ,Y ~- NQ@ eC 为 < 中 的 一 个 互 质 分 解 ， 因 为 3N， 
MeC(X+MAQ+M(Y -NO)=1。 


标注 4.2 当 C = 也 丙 台 ,系统 的 敏感 函数 和 补 敏感 数 分 别 为 


， 1 
”一 ITEC 
1 
本 AN X+-MO 
YN9 
MY 一 NOQ) 
MY + NX 
=MI(Y -NE) 
T=1-58 
=1- MY+MNQ 
=NX+MNOQ 


=N(X+MO) 


标注 4.3 已 知 N, M eC, 可 由 引 理 4.1 得 到 求 出 X,Y eC 满足 XN+YM = 
1 的 另 一 种 方法 。 
(D 对 于 给 定 的 P= 入 ,寻找 控制 器 C 使 闭环 系统 内 稳定 ; 


2) 令 C= 5 为 < 中 的 一 个 互 质 分 解 , 定义 


v= NNe+MM.- 
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根据 引 理 41 有 wilec, 且 NNwv-1+MMwv 1!=1。 可 设 针 = Nouor-lY = 
Morl 则 X,Y eC 且 NX+MY =1。 可知 有 一 个 特定 的 C, 得 到 参数 化 的 所 有 


控制 器 x Mo 
(e=- 7 ec) 
使 闭环 系统 内 稳定 。 
44 强 镇 定 


在 工程 中 , 我 们 总 希望 使 用 本 身 就 是 稳定 的 控制 器 来 镇 定 控制 对 象 , 特别 当 对 
象 本 身 是 稳定 的 。 这 是 因为 反馈 回路 出 现 故障 时 , 如 系统 敏感 元 件 或 执行 机 构 出 现 
故障 , 或 者 在 启动 或 停机 时 , 此 时 反馈 回路 就 成 了 开路 。 如 果 对 象 和 控制 器 各 自 都 
是 稳定 的 , 那么 整体 的 稳定 性 就 能 维持 . 这 就 是 本 节 将 要 研究 的 强 镇 定 问题 。 

定义 4.3 ( 强 镇 定 ) ”对 于 给 定 的 对 象 P, 若 存在 稳定 的 控制 器 C 使 闭环 系统 
内 稳定 , 则 称 P 是 可 强 镇 定 的 , C 为 强 镇 定 控制 器 。 

定理 4.3 PP 是 可 强 镇 定 的 当 且 仅 当 在 Re(s) > 0, P 的 每 一 对 相 邻 的 实 零点 
之 间 有 偶数 个 实 极点 。 

证 明 必要 性 证 明 。 令 P= 心 为 《中 的 一 个 互 质 分 解 , 即 N ME 6, 且 


XYec, NX+MY=1 


对 于 Qe C, 已 知 3C = 他 二 KG 使 闭环 系统 内 稳定 。 为 了 证 明 其 必要 性 , 我 们 采 


用 反 证 法 。 假设 在 Re(s) > 0，P 的 某 一 对 相 邻 的 实 零点 之 间 有 奇数 个 实 极点 ， 如 
设 0< si < sz < 53 满足 


N(si)= N(ss)=0, M({s2)=0 


即 81,s3 为 PP 在 Re(s) >0 的 两 个 相 邻 的 实 零 点 , 而 s2 为 P 在 Re(s) >0 的 实 极 


点 ， 则 必然 有 
MI({si)M(s3)<0 


即 M (s1) 和 M (ss) 的 符号 相反 ( 注 : 若 M (s1) M (s3) > 0, 则 sz 必 为 M (s) 的 
一 个 偶数 阶 零 点 )。 由 于 

N(si))X(s1)+ M(si)Y (si1)= M(s)Y (si)=1 

N (s3)X (83) 十 M (s3)Y (s3) 一 M (s3)Y (53) 一 工 


所 以 ,Y (s1) = 了 7 与 M (si) 符号 相同 , Y (ss) = 


1 
(s1) M (53) 
则 有 


44 强 镇 定 .73 . 


Y(s1)—N(s1)Q(s1) = Y (81) 
Y (s3) 一 N (s3) (ss) = Y (ss) 
符号 相反 。 则 YY (s) -NN (s)Q(s) 必 有 零点 在 s1,s3 之 间 ， 即 
X+MO 
一文 -NO 


图 4.2 定理 4.3 


一 定 有 极点 在 Re (s) > 0, 因此 C 必 不 稳定 , 于 是 P 是 不 可 强 镇 定 的 。 这 与 假设 
矛盾 。 所 以 在 Re(s) > 0,， 忆 的 每 一 对 相 邻 的 实 零点 之 间 不 可 能 为 奇数 个 极点 ， 只 
可 能 有 偶数 个 实 极点 。 

充分 性 证 明 。 为 简化 起 见 , 设 P 在 Re(s) > 0 的 极点 和 零点 (包括 s = oo 
的 零点 ) 均 为 实 的 ， 且 不 相同 的 。 当 然 ， 如 果 没 有 这 个 假设 ， 定 理 仍然 成 立 。 设 


p(s) = 让 为 < 中 的 一 个 互 质 分 解 。 令 0< ol < oa < < om 二 oo 为 己 ( 
的 m 个 在 Re (s) > 0 的 实 零 点 ， 即 


N (oi) = 0, i=1,2,...,m 


根据 必要 性 证 明 中 的 推导 , 仅 当 7;, i = 1,2,… ,m 具有 相同 的 符号 时 ，C 才 可 能 


是 稳定 的 。 由 于 
_X+MQ 


YY 一 NG 
车 令 U(s) 党 Y (s) -NN (s)Q(s), Q eC, 则 C 稳定 (P 可 强 镇 定 ) 当 且 仅 当 存在 一 
个 Qec,U-!eC。 另外, 在 P(s) 的 实 零点 处 ， 


N (oi) X (oi) + M (o;) Y (oi) 一 M (oi) Y (ai) 一 工 


QESC 
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因此 , 为 了 得 到 一 个 使 系统 内 稳定 的 , 且 本 身 也 是 稳定 的 控制 器 C, 就 等 效 为 寻找 
一 个 U(s) 使 得 
(DUeCU!ere: 
(2 Ul(oi)=Y(0)— N(o)Q(0) =Y(0)=7, i=1,.,m. 
为 寻找 满足 条 件 (1) 和 (2) 中 的 U(s), 先 令 
Ui(s)=7 


于 是 有 
Uec, Urlee 


且 吕 (0)=rme 令 
Uz(s) = (1 + a1Fi(s)): Ui(s) 
其 中 al e R 为 一 常数 ， 整数 , 所 (s) eC， 则 Uz(s) eC, 为 满足 Uy! eC 以 及 
Uz(01) =71, U2(02)= 72 


有 
U2z(01) 二 (I 十 aiFi(o1))! Ui(o1)= 二 (1 十 aF(o))! Tl = Tl 


一 Fi(o1) 一 0 
Uzlo2) = (1+aR(o))" Ui(o2) = (1+aR(o)) ri =72 


hf 

一 CQ] 三 ( YE-1) /ne 
为 了 得 到 Us e 5， 需 要 用 到 小 增益 定理 。D5 ' e 5 的 框图 如 图 4.3 所 示 , 若 每 一 
个 回路 都 是 稳定 的 ， 则 整个 系统 ( 即 U3 ) 才 是 稳定 的 。 根 据 小 增益 定理 , 每 个 回 


路 稳定 的 条 件 为 : ai 六 | <1 或 lall < pt 综 上 所 述 , 为 了 得 到 


Uzlo1) =r, Uz(o2)=r2, 有 Us'Eedl 


中 元 站 | 一 OO 
Da! - 4 个 闭路 - 
图 4.3 Uz! 的 框图 
可 选择 合适 的 ol < 及 ,整数 站 员 (s) < 5, 使 得 
Fi(o1)=0 


1 驴 
ofl < 或 lai| < 一 一 一 一 上 I 
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假设 这 样 进 行 到 第 步 , 继续 令 
Urti(s) = (1 + arFy(s)* Us(s) 
满足 
Urri(oi) =r, i=1,.k+1, HU ec 
当 k=m 一 1 时, 令 0(s)= UV(s), 则 有 
UU lec Ug)=r, i=1,...,m 


最 后 , 由 U =Y - NQ, 得 到 Q = -二 ,于 是 有 
, 和 TMG 
-NO 


Y-U 
和 十 4 一 一 一 
一 N 


加 U 
_NX+YM- MU 
加 NU 
1- MU 
= 
稳定 , 即 P= 广 是 可 强 镇 定 的 。 
例 4.5 设 对 象 的 传递 函数 为 
P(s)= 


s—1 
s{(s— 2) 
判断 其 是 否 可 强 镇 定 的 。 
对 象 的 实 零 点 为 : s = 1 和 s := co, 在 这 两 个 零点 之 闻 只 有 一 个 极点 s = 1, 根 
据 定理 4.3 可 知 系统 是 不 可 强 镇 定 的 。 
例 4.6 ”判断 对 象 
(一 1)2(s2 一 5 二 1) 
(s 一 2)2(s 十 1)3 


P(s) = 


是 否 为 可 强 镇 定 的 。 
传递 函数 的 零点 为: s = 1， 5 (1 二 V3) , co。 系统 的 极点 为 : s == 2 (二 阶 ) -1( 三 
阶 )。 其 中 在 右 半 平面 的 实 零 点 为 : s = ! 和 s = ce。 在 这 两 个 零点 之 间 有 两 个 相同 
的 极点 s = 2, 所 以 系统 是 可 强 镇 定 的 。 
例 4.7 设 有 对 象 的 传递 函数 为 
Ss—1 


PP _ 


(5) = mz 
(8 — 2)2 
判断 其 是 否 可 强 镇 定 的 ,如果 可 强 镇 定 , 求 出 其 强 镇 定 控制 器 。 
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对 象 的 零点 为 : s = 1，co。 在 这 两 个 零点 之 间 有 两 个 相同 的 极点 s = 2， 根 据 


定理 4.3 可 知 系统 是 可 强 镇 定 的 。 将 P(s) 在 《 中 的 互 质 分 解 为 P() = 站 全， 于 
是 有 2 z 
ss-—l _ (s—2) 
N(s) = (十 5 M(s) = (s + 2)? 
参数 化 的 镇 定 控制 器 X+MQ 
C= NO ve ee 


令 U 竺 Y - NQ，, 和 欲 使 得 控制 器 C 稳定 , 需 有 U-! eC, 注意 到 
NXQ)+ MY()= M(O)Y()=1 
N(oo)X(00) + M(oo)Y (00) = M(o0)Y (00)=1 


所 以 , 为 了 得 到 稳定 的 控制 器 C, 需要 找到 一 个 U e 5 满足 Ce ¢, 同时 满足 下 
面 的 关系 : 


首先 ,寻找 eC 使 得 
Uliec, Ui(1l)=4 


最 简单 的 办 法 就 是 选择 一 个 常数 U1(s) = 4。 下 面 寻找 一 个 
Uz(s) = (1 + aF(s)) Ui(s) 
其 中 a € RR 是 一 个 常数 , 1 为 一 整数 , 玉 (s) e 5。 为 保证 
Ul) = (1 4aF(l)) U1(1)=4 
需要 有 FF(1) = 0, 可 以 作 如 下 选择 : 


Fl(s)= 


为 了 使 
Uz(00) = (1+aF(o0)) Ui(00) = (1+a)/4=1 


45 同时 镇 定 -77 . 


必须 有 a= 时 1 为 了 使 U7 < 5， 需要 让 laFl 。< 1， 从 而 项 要 有 |o| < 


1 . ‘fT 、 3 
IEC 上 如 了 一 1| <1。 可 选择 1=1, 则 a = -了 。 于 是 有 
Ul(s) = U2(s) 
3s—1 
加 (4 48 十 1) | 
3 十 7 
3 十 1 
= 了 (s) — N(s)Q(s) 
9 Ul(s) — Y(s) 
9- 一 人 
最 后 得 到 
co- 
_ MU 
~ N(s)U(s) 
2 
+7 
下 面 我 们 求 出 闭环 系统 的 极点 来 验证 结果 的 正确 性 。 
def 27(s 一 1) 


ZG P(s)0(s) = fo a 


(s+1) 
0) er" 


得 闭环 系统 的 极点 为 s = -1( 三 阶 )。 所 以 系统 内 稳定 。 
45 同时 和 镇定 

本 节 研究 用 单一 控制 器 (固定 参数 ) 镇 定 多 个 不 同 对 象 的 问题 。 考察 下 面 对 象 : 
(Po) | ?= f(® 


y = g(x,u) 
在 (zx1,u1) 处 进行 线性 化 后 得 


=A B 
(PB) ZL 1T + biu 
2 一 Cr+ Diu 
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其 中 


_ of _ of 加 Og| _ 0g 
下 | 有 


四 
"二 ZT] 江 Tl 
人 一 MI 1 一 1 HU 二 U1 U=1y 


Ai 


并 且 有 

Pi(s) 一 Ci{sT 一 A1) Bi 十 Di 
当 zw 在 (zi,t1) 的 5 邻 域内 变动 时 ,已 (s) 可 代替 P, 获得 满意 精度 。 当 rz,v 变 
动 过 大 时 ， 需 要 重新 线性 化 


Pl(s) = Co(s7 一 A2) 1DB2 二 D2 


在 工程 上 , 称 之 为 用 固定 参数 控制 器 镇 定 不 同 操作 点 {x1, 避 ), 或 (x2,w2) 下 工作 
的 对 象 。 这 就 是 本 节 将 研究 的 同时 镇 定 问 题 。 

定义 4.4 (同时 镇 定 ) ”给 定 对 象 只 ， 忆 , 如果 存 在 控制 器 C, 与 已 或 严 构 
成 的 闭环 系统 均 是 内 稳定 的 , 则 称 P,P 是 可 同时 镇 定 的 ，C 为 对 象 妃 , 忆 的 同 
时 镇 定 控制 器 。 

将 户 ， 忆 在 < 进行 互 质 分 解 ， 


P= XN+iYM=1, MN,XY elt, i=1,2 
定义 
_N NaM:— NM 
MM NoX) + MY 
定理 4.4”P， 忆 可 以 同时 镇 定 的 ， 当 且 仅 当 P 可 以 强 镇 定 。 
证 明 ”假设 P，P; 可 以 同时 镇 定 的 ,下面 我 们 推导 出 其 等 价 条 件 是 已 可 以 
强 镇 定 。 对 于 对 象 已 , 可 使 闭环 系统 内 稳定 的 控制 器 为 
Xi + MiQ; | 
(= No QiEC, i=1,2 
则 户 ,， RB 是 可 同时 镇 定 的 , 当 且 仅 当 存在 Qi. Qa EC, 使 C1 = Co, 即 
X11 + MiQ@1 X2 + MQ2 


Yo— Noi Y2 — Na Wo 
由 于 Xi MiQi 与 站 一 NiQi 互 质 , 所 以 以 上 方程 成 立 , 当 且 仅 当 存在 一 个 U ec， 
满足 U-!ec, 且 
Xi1+ MiQ1 = U(X2 + MQ2) 
Yi — NiQ1=U(Y — N22Q2) 
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将 上 两 式 写成 矩阵 表达 式 的 形式 


ol w= ol 
La -Nm ”| nz 
两 边 分 别 右 乘 以 算 阵 
Xs YY 
[a | 
得 到 
] XiN2o + YM Xiya — YX» 
| Q1| a 一 N1iM, MiY» Nx | 
定义 
X= XiY> — YX» 
Y= MY++NiX2 
进一步 有 
M X 
[1 ci y| =z0 2 | 
或 
MANQI = 过 


+YQ1= U2 


综 上 所 述 , 记 , PR 是 可 同时 镇 定 当 且 仅 当 存在 “ 中 存在 Q1, Q2,UV EC， 满足 


TeE( 
M+NQi=U 
X+YQ1= U2 


由 于 Qz 可 以 从 上 面 第 3 个 方程 中 得 到 , 即 


(2 = Ye EC 
于 是 , 上 面 的 条 件 等 价 为 在 《< 中 寻找 Qi1,U e 5. 满足 
Uiere 


M+iNQI=U 


一 人 > 


UIl Q2|] 
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如 果 令 N = Qi0-!，M. = LU 则 有 


NANe+MAM =(NGI+M)TU-L=T TI=1 


于 是 有 
(NNe + MMe) "EL 
根据 引 理 4.1, 有 人 jj 
cC=- 关 = 号 -900e5 


为 控制 器 可 以 镇 定 对 象 已 = 疡 。 注意 到 C ec 5, 可 知 , P 是 可 强 镇 定 的 。 


值得 注意 的 是 ， 上 面 定理 仅仅 给 出 了 已, 己 可 同时 镇 定 的 充分 必要 条 件 ， 并 
没有 给 出 其 同时 镇 定 控制 器 的 具体 形式 。 
例 4.8 ”考察 以 下 对 象 


PP (s) 一 


加 as+b 

(s+1)(s—1) 

其 中 a,b 为 实 常数 , 且 a 关 1, 求 出 当 op 为 何 值 时 ， 己 , 忆 可 同时 镇 定 。 
由 于 忆 (s)e Cc, 有 


Pb (s) 


S 十 1 


Ni = Pi(s), Mi=1, X11 = 0,， Y=1 


对 已 {s) 互 质 分 解 ， 有 


N. 
已 (s) = ya KoN2 + YM2 =1, X,Y, M,N2 eC 
2 
则 
N= NM NiM2 = N,— PM, 
M = NX1 + Mo = AI。 
可 知 
已- 也 
M 
_ Na— PM, 
Mo 
= 人 BB- 
as++b—s+l 


(Gre) 
(ga—1)s+(b+1) 
(s+ 1)(s—1) 
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PP 的 零点 为 s 二 二 oo; PP 的 极点 s = 1 -1。 则 己 , 忘 可 同时 镇 定 的 当 且 仅 
当 PP 是 可 强 镇 定 , 这 就 需要 


-1 0 0 或 了 >1 
46 注 记 


本 章 内 容 由 文献 [1] 的 第 5 章 改 写 而 成 。 


47 习 题 
1. 设 一 传递 函数 为 ， 
G(s) (s—1)(s—2) 
求 其 在 ¢ 中 的 互 质 分 解 。 
2. 已 知 一 个 对 象 为 | 
“3 


求 控制 器 C 使 得 反馈 系统 内 稳定 , 且 当 x(t) 为 单位 阶 跃 信号 及 d(t) = 0 时 ,系统 
的 跟踪 误差 信号 满足 Jim elt) = 0。 


3. 已 知 一 个 对 象 为 | 


s(s+1) 
求 控 制 器 C 使 得 反馈 系统 内 稳定 , 且 当 r(t) 为 单位 阶 跃 信号 及 d(t) = sin(2t) 时 ， 
系统 的 跟踪 误差 信号 满足 im elt) = 0。 

4. 假设 N, M 是 < 中 的 证 质 函 数 ， 如 果 NM ec, 求证 : M-!1 et。 
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第 5 章 ” 玉 ,控制 的 设计 方法 


自 1981 年 加 拿 大 学 者 Zames 首次 提出 ,> 控制 问题 以 来 , 该 问题 在 控制 理 
论 界 受 到 了 极 大 的 关注 , 并 获得 了 快速 的 发 展 。 逐渐 成 为 控制 理论 中 的 重要 研究 方 
向 和 组 成 部 分 ， 也 成 为 工程 应 用 中 强 有 力 的 依据 。 本 章 在 描述 了 百 c 标准 控制 问 
题 的 基础 上 ,将 几 种 常用 的 控制 问题 等 价 转化 为 标准 控制 问题 。 最 后 简单 介 
绍 了 Hw 控制 的 优化 算法 。 


5.1 频 域 中 的 环 、 控制 问题 


考虑 如 图 5.1 所 示 的 不 确定 反馈 系统 ， 其 中 w 是 外 部 输入 ，z 是 系统 控制 输 
出 , 包括 跟踪 误差 , 调节 误差 等 , y 是 系统 测量 输出 , w 是 系统 控制 输入 。A(s) 是 
系统 的 不 确定 部 分 。 为 了 处 理 的 方便 , 我 们 将 图 5.1 简化 成 如 图 5.2 所 示 的 形式 。 
假设 G 为 真有 理 和 矩阵 ， 表示 广义 的 被 控制 对 象 , 并且 分 块 为 


图 52 图 5.1 的 等 价 系统 
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之 一 GliWw 十 Gi2u 


y = G2aiw + G22u 
注意 到 u = Ky, 消去 上 式 中 的 m 和 y， 于 是 得 到 
z= [Gu + G2K(T -G2K) Ga lw 
为 了 使 问题 简化 , 假设 了 - GzzK 对 每 一 个 真有 理 和 矩阵 K 都 是 可 逆 的 。 将 上 式 简 


写成 
z= H(G,K)w 


Hw 标准 控制 问题 可 以 描述 为 : 寻找 一 个 真实 有 理 的 控制 矩阵 K, 在 K 镇 定 G 的 
情况 下 ,使 得 从 w 到 z 的 传递 矩阵 的 五 范 数 极 小 化 ， 即 
min|H(G, K)lo 
若 给 定常 数 y > 0, 寻找 一 个 真实 有 理 的 控制 矩阵 KK, 在 K 镇 定 G 的 情况 下 ， 
使 得 从 w 到 * 的 传递 矩阵 的 五 小 于 y > 0, 即 
HA(G, Rw <7 


则 变 成 次 优 的 五 控制 问题 。 


5.2 ”Hw 控制 的 各 类 问题 


在 5.1 节 介 绍 的 标准 H, 控制 问题 中 , 广义 对 象 G 并 不 一 定 就 是 实际 的 受 控 
对 象 。 即使 实际 被 控 对 和 象 相 同 , 针对 不 同 的 控制 目标 , 广义 对 象 也 可 能 不 相同 。 标 
准 的 开 控制 问题 比较 重要 ， 实 际 中 的 很 多 控制 问题 均 可 以 等 价 为 该 问题 本 节 将 
说 明 灵 人 敏 度 极 小 化 问题 、 鲁 棒 镇 定 问 题 、 模 型 匹配 问题 、 跟 踪 问 题 等 如 何等 价 转化 
为 标准 万 > 控制 , 也 即 推出 上 述 各 种 问题 所 对 应 的 广义 对 象 P 和 控制 器 KK。 
5.2.1 灵敏度 极 小 化 问题 

Zames 于 1981 年 提出 有 ~ 控制 思想 的 时 候 , 首先 考虑 了 一 个 单 输入 单 输 出 系 
统 的 设计 问题 : 对 于 属于 有 限 能 量 的 信号 集 的 干扰 信号 , 设计 一 个 控制 器 使 得 闭环 
系统 稳定 , 并 且 使 得 系统 外 部 干扰 对 系统 的 控制 输出 影响 最 小 。 这 便 是 本 小 节 的 灵 
敏 度 极 小 化 问题 。 
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考虑 如 图 53 所 示 单 变量 单位 反馈 系统 。 图 中 已 为 对 这 的 传递 水 数 ,，C 为 控 
制 器 的 传递 函数 , w 为 作用 在 系统 上 的 干扰 信号 , z 为 控制 系统 的 输出 。 从 w 到 > 
的 闭环 传递 函数 , 即 反 馈 系 统 的 灵敏 度 函 数 为 


图 5.3 SISO 反馈 回路 


， 1 

”一 iTFEC 
灵敏 度 函 数 表 示 了 控制 系统 输出 对 干扰 的 灵敏 度 。 理 想 情 况 下 5 = 0。 灵敏 度 极 小 
化 问题 实质 上 就 是 寻找 一 个 控制 器 C 在 镇 定 系统 的 同时 , 使 得 敏感 函数 的 峰值 极 
小 化 。 这 个 峰值 定义 为 


(5.1) 


Sx = max|SGw) (5.2) 
由 于 敏感 函数 的 峰值 可 能 并 不 存在 ， 所 以 用 上 确 界 代替 式 (5.2) 的 最 大 值 , 即 
[Sll» = sup [SCw)| (5.3) 
也 区 里 


如 果 能 保证 灵敏 度 函数 5 的 峰值 151、 小 , 则 在 所 有 频率 上 5 的 幅 值 都 小 。 于 是 干 
扰 被 衰减 。 因此 该 方法 相当 于 极 小 化 最 坏 干 扰 对 输出 的 影响 。 在 最 坏 的 情况 下 , 希 
望 找 到 一 个 控制 器 C， 使 得 它 能 最 好 地 抑制 存在 的 最 坏 干扰 。 每 个 实际 对 象 P 和 
控制 器 C 的 频率 响应 函数 在 高 频 处 都 会 有 衰减 , 这 表明 灵敏 度 函 数 9 = 1/(1+PC) 
在 低频 处 可 以 很 小 , 在 高 频 处 渐进 趋 近 1。 灵 敏 度 函 数 3 在 低频 处 的 大 小 并 没有 
反映 到 峰值 中 , 但 是 它 对 于 控制 系统 的 性 能 来 说 是 最 重要 的 。 因 此 通常 引入 频率 加 
权 函 数 W, 并 考虑 如 下 极 小 化 问题 : 


IW5l~» = sup |W Ow)S Cw) (5.4) 
W 在 低频 处 很 大 ,到 高 频 处 就 衰减 下 来 . 令 $= W5, 由 
p=W(I+PC) =W- WPC(T+PC) 


可 知 ,相应 的 广义 对 象 G 和 天 取 为 
W —WP 
G = | | ,EK=C 
了 _P 


这 样 一 来 , 敏感 函数 极 小 化 问题 就 转化 为 标准 的 五 、 控 制 问题 。 
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5.2.2 ”模型 匹配 问题 

如 图 5.4 所 示 为 模型 匹配 问题 , 即 用 3 个 串联 的 传递 函数 矩阵 了 T,@,T 来 通 
近 传递 函数 矩阵 人 。 这 里 TT, 二 ,Ty €E RH 为 给 定 和 矩阵 。Q es RH。 为 待 设计 的 算 
阵 。 模型 匹配 准则 为 选择 Q < RH 使 得 


图 5.4 模型 匹配 问题 


sup {llzll2 : w € Ho, lwll2 < 1} 


取得 极 小 值 ， 即 
min | - TQTs|| 

定义 
7 72 
Ts 0 
可 将 模型 匹配 问题 转化 为 标准 的 五 控制 问题 这 里 , K 镇 定 G 这 个 约束 条 件 等 
价 于 Q es RH。 
5.2.3 ”跟踪 问题 

考虑 如 图 5.5 所 示 的 系统 ， 其 中 PP 和 W 是 给 定 的 实 有 理 传递 函数 , C! 和 C， 
为 待 设计 控制 器 。 设 计 的 目的 在 于 使 得 系统 PP 的 输出 v 跟踪 参考 信号 r。 这 里 + 
为 一 个 不 确定 信和 号， 且 属于 下 列 集合 : 


G := K=—Q 


{ri:r= Ww, weH,, lwl2 <1} 


图 5.5 跟踪 问题 
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跟踪 误差 信和 号 为 刀 一 9 一 1 性 能 函数 为 
(Cell2 + pllell2) (5.5) 


加 权 因 子 p 为 正 的 标量 。 注意 式 (5.5) 可 等 价 于 > = | 册 的 玉 范 数 。 跟 踪 准 
则 选 为 


in 8 : H: <1 
Lin suptllzll? w € Hz, ||wll2 } 


lo) oll ce 
11 :一 0 7 12 :一 pI 3 21 .一 0 22 .一 Pp 


可 将 本 小 节 的 跟踪 问题 等 价 转化 为 标准 瓦 - 控制 问题 。 
5.2.4 鲁 棒 控制 问题 


考虑 如 图 5.6 所 示 的 系统 , 其 中 P 为 标 称 系统 ,实际 控制 对 象 为 受到 加 形 摄 
动 的 不 确定 系统 已 + AP, 这 里 的 AP 满足 条 件 


omax[AP(jw) < Ir Qjw)l, wER 


其 中 > e RH。 为 标量 值 函数 , 鲁 棒 镇 定 的 目的 即 找到 一 个 真实 有 理 和 矩阵 天 ,镇 定 
上 面 描述 的 不 确定 系统 。 


图 5.6 ”和 鲁 棒 镇 定 


引 理 5.1 ”一 个 真实 有 理 和 矩阵 K 能 镇 定 所 有 不 确定 系统 已 + AP, 当 且 仅 当 
K 能 镇 定 标 称 系统 P 并 且 有 


IrK(I— PK- < 1 


i 6 | | 可以 交 和 本 定 站 时 化 为 标准 1 控制 问题 


前 面 举 了 控制 系统 设计 中 常用 到 的 几 个 例子 ， 它 们 都 可 以 转化 为 相应 的 标准 
Hw 问题 。 下 面 介绍 五- 控制 的 频 域 算法 来 进行 求解 。 
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5.3 万。 控制 的 频 域 优化 算法 


虽然 可 以 分 别 从 时 域 和 频 域 来 对 五 控制 问题 进行 求解 , 但 五 控制 本 质 上 
还 是 频 域 的 控制 理论 。 本 节 主 要 介绍 频 域 中 最 简单 的 方法 : 基于 J 谱 因子 分 解 的 
方法 。 
由 图 5.2 可 知 , 从 w 到 z 的 闭环 传递 函数 阵 为 
H=G11+Gi2(T— KG2) KG2 (5.6) 
在 求解 标准 五 控制 问题 时 ,常常 并 不 是 直接 解决 | 的 极 小 化 问题 , 而 是 首 
先 寻 找 一 个 次 优 五 控制 器 , 也 即 寻 找 一 个 控制 器 ,使 得 其 能 镇 定 闭环 系统 并 且 
满足 
IHllw < 7 (5.7) 
其 中 7 为 一 给 定 的 非 负 常数 。 然后 通过 寻 优 找到 x 的 最 小 值 ， 进 而 获得 最 优 
的 五 控制 器 。 式 (5.7) 等 价 于 


HT(-jw)H(Ow) < YT, weER (5.8) 
如 果 其 中 的 互 是 有 理 函 数 和 矩阵 , 记 H~(s) = HT(-s)。 式 (5.8) 进一步 等 价 表示 为 
H~H < ~y*I 


下 面 在 介绍 求解 标准 五 控制 问题 的 时 候 , 仅仅 考 虑 的 是 一 种 比较 简单 的 情 
况 , 即 研究 的 传递 函数 具有 下 面 这 种 特殊 形式 : 
H=P-Kk 
其 中 PP 为 给 定 不 稳定 对 象 的 传递 函数 矩阵 ,五 为 待 设计 的 稳定 传递 函数 阵 。 该 问 
题 常 被 称 作 是 Nehari 问题 。 定义 G11 = PGiz = -1,Gz = 7,G22 = 0, 便 可 将 该 
问题 转化 为 瓦 - 标准 控制 问题 。 
将 瑟 =P-K 代 入 式 (5.8) 中 , 可 以 得 到 
P~P-P~K—K~P+KNK SYI, weEeR 


即 2 _ p~ ~ 
DA -| 可 > (5.9) 
定义 [21- PP Pr 
人 P | 
为 了 对 该 问题 求解 , 将 控制 器 K 定义 为 下 面 的 形式 : 
K=YX-! (5.10) 


其 中 Y 和 X 均 为 稳定 的 有 理 函 数 征 阵 。 在 式 (5.9) 的 左右 分 别 乘 以 X~ 和 X, 然 
后 利用 式 (5.10) 可 知 : || |-。 < 7 等 价 于 
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X 
[XxX~ in|y|>0 s=jw, wER (5.11) 


这 样 的 等 价 不 仅仅 存在 于 Nehari 问题 中 。 可 以 证 明 , 对 于 一 般 情况 , ||Hllw < 
与 式 (5.11) 等 价 , 此 时 x 的 形式 定义 为 


0 I YT - GnGM -GG%, [fo -cn 
人 | 一 CT 一 C22 | -GaGh -GG% | 7 一 C22 
下 面 再 回 到 Nehari 问题 ，ry 为 准 Hermitian 天 阵 ， 且 NY = Rye 如 果 det zy 
在 虚 轴 上 没有 极点 和 零点 , 则 可 对 xy 进行 J 谱 分 解 
ry = ZJZ, (5.13) 
其 中 2 是 有 理 和 矩阵 , 且 2Z>! 的 所 有 极点 都 位 于 左 半 开 平面 内 。J 为 常数 和 矩阵， 且 
具有 下 面 的 形式 : 


(5.12) 


J-| 7? (5.14) 
0 -I 
其 中 的 两 个 单位 矩阵 均 具 有 适当 维 数 。 称 J 为 x 的 特征 矩阵 。 根据 7 谱 因子 分 


解 式 (5.13)， 式 (5.11) 可 以 改写 为 


癌 


x 
[xX~ Y~]2772, | y 20 s=jwu, weéeR (5.15) 


选择 稳定 的 有 理 方 阵 4 和 B, 使 得 下 式 成 立 : 


4|_z|* (5.16) 
B| |Y . 
于 是 , 式 (5.15) 可 进一步 等 价 为 
A~“AZ>BB, s=jw, wER (5.17) 
由 式 (5.16) 可 得 
XX | 4 
= 2 (5.18) 
Y B 


可 见 满足 约束 条 件 | El < Y 的 所 有 控制 器 = YX-! 可 以 通过 式 (5.17) 和 
式 (5.18) 来 求解 。 满 足 式 (5.17) 的 稳定 的 有 理 和 矩阵 4 和 B 不 是 唯一 的 ， 常 选择 
A = 了,B = 0, 该 解 也 被 称 为 中 心 解 。 

下 面 来 验证 根据 式 (5.17) 和 式 (5.18) 求 出 的 控制 器 是 否 能 镇 定 闭环 系统 ,能 
镇 定 的 一 个 必要 条 件 是 det 4 的 所 有 零点 位 于 左 半 平 面 , 进一步 可 以 证 明 : 如 果 满 
足 Hw|| < 的 镇 定 控制 器 存在 ， 那么 所 有 满足 该 条 件 的 控制 器 均 可 由 式 (5.17) 
和 式 (5.18) 求 出 , 其 中 det 4 的 所 有 零点 均 位 于 左 半 平 面 内 。 

由 前 面 的 讨论 可 知 , 五 ~ 最 优 控制 问题 的 求解 步骤 如 下 : 
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(1) 给 定 + 的 初始 值 。 

(2) 求 J 谱 因子 Z， 并 根据 式 (5.17) 和 式 (5.18) 求 出 相应 的 控制 器 ， 使 得 
det4 的 所 有 零点 位 于 左 半 平面 内 , 最 常见 的 解 可 能 是 中 心 解 。 

(3) 验证 控制 器 是 否 能 镇 定 闭环 系统 。 若 能 ,， 则 减 小 y, 否则 增 大 Y。 

(4) 如 果 已 经 充分 通 近 最 优 解 , 则 停止 计算 , 香 则 返回 (2)。 

有 理 J 谱 因子 分 解 式 (5.13) 可 以 简化 为 两 个 多 项 式 和 矩阵 的 7 谱 因子 分 解 ， 一 
个 是 分 母 多 项 式 , 另 一 个 是 分 子 多 项 式 。 上 述 寻 优 过程 有 两 种 停止 方法 。 一 种 方法 
是 不 断 减 小 y, 直到 7 等 于 某 一 极 小 值 ， 当 再 减 小 y 小 于 此 极 小 值 的 时 候 , 7 谱 因 
子 分 解 不 存在 。 对 应 这 个 极 小 值 y 求解 出 的 次 优 控制 器 便 是 最 优 控制 器 。 另 一 方 
法 逐渐 是 减 小 Y, 直到 当 % 减 至 某 一 值 的 时 候 , J 谱 因 子 虽 存 在 , 但 没有 次 优 的 控 
制 器 能 镇 定 闭环 系统 , 那么 这 个 值 , 便 是 x 的 最 优 值 。 这 两 种 方法 中 , 后 一 种 方法 
更 为 常用 。 

实践 表明 , 当 + 接近 最 优 值 的 时 候 , J 谱 因 子 分 解 可 能 会 出 现 奇 异 现象 , 即 谱 
因子 2 的 有 理 函数 系数 会 无 限 增 长 。 同 时 当 ?7 = Yops 的 时 候 , 求 出 中 心 解 得 到 
的 闭环 系统 , 其 闭环 极点 会 无 限 接 近 左 半 平 面 的 界 , 即 从 左 半 平面 穿越 虚 轴 到 右 半 
平面 , 反之 亦 然 。 由 于 闭环 传递 函数 态 不 能 具有 这 种 不 稳定 的 极点 ， 所 以 该 极点 
一 定 是 在 五 中 被 抵消 了 。 其 实 . 这 种 抵消 是 发 生 在 控制 器 C(s) 中 , 因此 可 以 被 取 
消 。 为 了 避免 J 谱 因 子 分 解 出 现 的 奇异 现象 , 一 般 对 其 进行 部 分 分 解 , 这 种 分 解 可 
以 比较 精确 地 求 出 最 优 解 。 奇异 现象 和 抵消 现 莹 一 般 不 会 常常 发 生 。 如 果 没 有 发 生 
这 些 现 象 ， 则 可 对 7 寻 优 得 到 最 优 解 ， 该 解 是 使 得 det rv 在 虚 辅 上 有 具有 极点 或 零 
点 的 最 大 值 。 

上 面 只 介绍 了 Nehari 问题 的 求解 ,这 是 一 种 特殊 的 万 控制 问题 , 该 问题 比 
较 简 单 , 对 于 一 般 性 的 五 控制 问题 , 读者 可 进一步 参阅 相关 文献 。 


5.4 注 记 
本 章 内 容 由 文献 中 的 第 2 章 及 文献 [2] 的 相关 内 容 整理 而 成 。 


5.5 习 题 


1. 试 从 灵敏 度 极 小 化 问题 说 明 x 控制 的 物理 意义 。 
参考 文献 


02 史 忠 科 , 吴 方 向 , 王 蓓 . 鲁 棱 控制 理论 . 北京 : 国防 工业 出 版 社 , 2003. 
[2] 解 学 书 , 钟 宜生 . 五 控制 理论 . 北京 : 清华 大 学 出 版 社 , 1994. 
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本 章 介 绍 一 种 鲁 棒 控 制 器 设计 的 图 形 化 方法 -一 - 回路 成 形 。 


6.1 回路 成 形 的 基本 方法 


鲁 棒 控制 的 基本 目的 就 是 针对 不 确定 对 象 , 设计 一 个 控制 器 C(s) 保证 系统 内 
稳定 的 同时 满足 一 定 的 性 能 。 由 第 3 章 的 内 容 可 知 ,这 样 的 设计 要 求 可 归结 为 使 
得 闭环 系统 满足 下 面 的 不 等 式 ; 


liWisl + IWaT| ly <1 (6.1) 


换 名 话说， 和 鲁 棒 控 制 就 是 给 定 对 象 P， 以 及 权 函 数 Wi 和 Was， 设计 一 个 控制 器 
C(s) 保证 闭环 系统 满足 式 (6.1)。 求 解 该 问题 是 相当 困难 的 首先 是 问题 不 一 定 有 
解 , 即便 是 有 解 ， 要 得 到 控制 器 也 并 不 容易 。 本 章 介 绍 一 种 图 形 化 方法 ， 如果 解 存 
在 , 通过 该 方法 可 能 会 得 到 系统 的 一 个 控制 器 。 回 路 成 形 的 大 体 思 路 为 : 构造 回路 
传递 函数 了 工 近似 满足 式 (6.1), 然后 由 C = L/P 得 到 C。 由 定理 2.2 可 知 , 当 己 或 
者 P-! 是 不 稳定 的 , 必须 包含 P 的 不 稳定 极点 和 零点 ,这样 一 来 就 加 大 了 求解 


的 困难 , 所 以 本 章 我 们 假设 P 或 者 P-! 是 稳定 的 。 注意 到 5 = ,了 = 也， 
代入 到 式 (6.1) 中 有 
| Wi(jw) Wo (jw) Law) 
LU) = 工 十 元 (jzo) 1 + L(jw) “1 (6.2) 


回路 成 形 的 基本 思路 就 是 找到 一 个 函数 L(jw)， 使 得 式 (6.2) 对 所 有 的 w 都 成 立 。 
引 理 6.1 式 (6.1) 成 立 的 必要 条 件 是 权 函数 Wi 和 Ws 需 满足 


min{|[Wi (ji Wa(jw)l} < 1, Vw (6.3) 
证 明 ”固定 一 w, 并 假设 |Wi| < |W2|, 注意 到 5+ 了 = 1, 于 是 有 


(Wi| = |Wi(S + 7)| 
< [WS)| 十 1 人 
< IW S| + WaT| 
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.91. 


由 式 (6.1) 可 知 , |WiS|+|W2T| < 1, 于 是 有 |Wi| < 1。 因此 有 式 (6.3) 成 立 。 同 理 ， 
当 |Ws| < Hi 时 , 可 导出 同样 的 结论 。 下面 从 式 (6.2) 中 推导 出 一 些 不 等 式 。 为 


了 简单 , 推导 过 程 中 省 略 变量 jw。 
引 理 6.2 ”如 果 式 (6.1) 成 立 , 则 下 面 几 个 不 等 式 都 成 立 。 


(Wi — WaDlSl+ Wal < Tg (Wi| + WaD)lS| + Wel 


(wz = WT + Wi sg Tg (Wol + WDITI + 1M) 


1V | + |W2L| 
1+ | 


证 明 ”注意 到 $= - ,根据 式 (6.2) 中 了 的 定义 有 
Ti) | | 
1+LOw| | 1+L(w) 
= |WiS|+|Wz|lll—5| 


| 和 | + |W2L| 
乏 人 芯 一 一 一 一 一 
上 1 一 二 


因为 1-15sI 和 11-5 和 1+13|, 得 
[WiSst+ Wzl(1— 15) < Tg |WiS| + [Wol(l + 1S)) 
整理 可 得 式 (6.4)。 由 了 == 及 卫 的 定义 有 
T=|Wi|l -TI + |W2T| 
注意 到 1 一 |T|<|1 一 Tg<1+|7|, 得 
Wl oT) + WTI sg Tg Wl + TD) + IW2T| 


进一步 可 得 式 (6.5)。 由 于 |1 一 || < |1+ 二 |, 得 到 


Wi IWi| 
1+L| ~ -Ia 
WL IWaL| 
be |1 ~ | 
于 是 有 忆 < 1。 又 由 于 上 十 | < 1+|, 得 到 
| Wi IWil| 
1+ 工 | ”1 十 IL 
WaL| IW 
| 1+|L 
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于 是 有 且 > 。 综 上 可 得 式 (6.6)。 
假设 |W2| < 1， 那 么 从 式 (6.4) 中 可 得 
1 十 [72| 


1 十 | 环 2 隐 | 
十 | 二 


T<1<4O Si<1 
1— Wal | 
[Wi| — IWal 

T<1=— S|<1 
1 -wal | 

从 式 (6.6) 中 可 得 
Ha +1 
F<1¢I> om 
Wi| 1 
PP<1 
< > 人 > 这 页 


基于 回路 成 形 的 设计 方法 


(6.9) 


(6.10) 


当 |Wi| 六 1，(6.7) 和 (6.8) 两 式 右 边 的 条 件 相 互 趋 近 ，(6.9) 和 (6.10) 两 式 右边 的 
条 件 也 相互 趋 近 。 因 此 我 们 把 式 (6.2) 中 卫 < 1 成立 的 条 件 近 似 为 


[Wi| 
1 — [Wal 


Js|<1 


或 者 
[Wi 
工 一 | 环 > 


现在 我 们 假设 |Wi| < 1, 同 理 , 从 式 (6.5) 中 可 得 


|Wz| 十 Wi 
1— |Wi| 

[Wz| ~ IW 
1— IW 


| 也 > 


六 < 1 二 ITI<1 


TT<1= ITI<1 


式 (6.6) 中 可 得 


1— |Wi| 
|W2| 十 1 
1— IW 
|Wz| 一 1 


有 <1 工 拭 | < 


有 < 1 之 | 六 < 


当 |W2| > 1, 同 理 , 我 们 可 把 < 1 成 立 的 条 件 近似 为 


|Wa] 
wl <1 
VA 


[Wal 


(6.11) 


(6.12) 


(6.13) 


(6.14) 
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上 面 的 讨论 可 以 概括 如 下 : 

(1) 当 |Wi| > 1 > | 多 az| 成 立 , 为 了 使 式 (6.2) 成 立 , 回路 传递 函数 的 幅 值 应 当 
满足 式 (6.12); 

(2) 当 |W2| > 1 > |Wi| 成 立 , 为 了 使 式 (6.2) 成 立 , 回路 传递 函数 的 幅 值 应 当 
满足 式 (6.14)。 

下 面 研究 用 回路 成 形 法 设计 控制 器 的 步骤 。 考虑 一 个 典型 的 情况 : |Wi(jw)| 是 
w 的 减 函数 ,|W2(jw)| 是 w 的 增 函数 。 这样 一 来 , 在 低频 段 有 


Wi|>1> |W 
在 高 频段 有 
[Wa| > 1> |W 
回路 成 形 的 思路 大 致 为 : 
(D) 在 低频 范围 内 [Wi| > 1 > |Wal, 画 出 - 二 | 的 幅 信 对 频率 的 对 数 曲 线 ， 
Ww 


在 高 频 范围 内 |W2| > 1 > |Wij， 画 出 a 的 幅 值 对 频率 的 对 数 曲 线 (图 6.1)。 


(2) 通过 这 两 条 曲线 画 出 工 的 曲线 : 在 低频 段 , 让 它 位 于 第 一 条 曲线 之 上 , 同 
时 远大 于 1; 在 高 频段 , 让 它 位 于 第 二 条 曲线 之 下 , 同时 远 小 于 1; 在 更 高 的 频段 ， 
让 它 下 降 的 斜率 至 少 与 PP 一样 大 (这 样 才能 保证 C 是 正则 的 ); 然后 在 从 低频 段 到 
高 频段 要 平滑 转换 , 且 保 持 曲 线 的 斜率 在 此 频段 附近 尽 可 能 平缓 (平缓 的 原因 将 在 
下 面 内 容 进一步 说 明 )。 

(3) 找到 一 稳定 的 最 小 相位 的 传递 函数 L, 它 的 Bode 幅 频 特性 曲线 就 是 上 面 
第 二 步 构 造 的 曲线 , 然后 规范 化 使 L(0) > 0。 

这 样 构造 的 工 曲线 在 低频 段 满足 式 (6.12), 在 高 频段 满足 式 (6.14), 因此 在 低 
频段 和 高 频段 式 (6.2) 都 成 立 。 需 要 注意 的 是 , 式 (6.2) 在 中 频段 上 不 一 定 成 立 , 这 
就 需要 构造 工 曲线 的 时 候 , 在 这 个 过 渡 频 率 段 的 转换 要 非常 的 小 心 , 因为 这 可 能 
导致 系统 不 是 内 稳定 的 。 从 下 一 节 推导 的 相位 公式 可 知 ,如 果 L(0) > 0, 且 工 就 
像 前 面 构造 的 那样 是 一 个 减 函数 , 则 工 的 幅 角 从 0 开始 减 小 , 因此 工 的 Nyquist 
图 从 正 实 轴 出 发 按 顺 时 针 方 向 移动 , 根据 Nyquist 判 据 ， 如 果 工 的 幅 角 在 过 渡 频 
率 段 处 大 于 -180", 即 过 渡 频 段 出 现在 第 三 或 第 四 象限 , 则 可 保证 系统 内 稳定 。 需 
要 注意 的 是 , 当 | 在 穿越 频率 附近 越 陡 , 则 工 的 幅 角 就 越 小 (这 一 论断 将 在 下 一 
节 中 证 明 )。 如 果 在 过 滤 频 段 衰 减 太 快 ， 就 可 能 导致 系统 不 是 内 稳定 的 。 所 以 在 
过 渡 段 ,我 们 要 让 工 的 曲线 尽 可 能 平缓 , 根据 经 验 可 知 在 此 过 渡 段 的 斜率 不 得 超 
过 2。 完成 上 述 几 步 后 , 需要 进一步 检验 系统 是 否 为 内 稳定 的 ， 以 及 式 (6.2) 是 否 
成 立 , 如 果 不 成 立 再 反复 多 次 修正 。 


.94 ， 第 6 章 ”基于 回路 成 形 的 设计 方法 


10™ 
103 
10-” 107 108 10! 102 103 10: 


图 6.1 |Z| ( 实 线 ), |Wi|/(1 一 |Wz|) (虚线 ) 和 (1 一 |W14)/IWz| (点 线 ) 的 Bode 图 


6.2 相位 公式 


如 果 工 是 稳定 的 和 最 小 相位 的 ， 并 且 规 范 化 使 得 L(0) > 0, 那么 它 的 相位 曲 
线 由 其 Bode 幅 频 曲线 唯一 决定 , 例如 
1 —1 
s+1’ s+l 
都 是 稳定 的 和 最 小 相位 的 。 它们 有 同样 的 幅 频 曲线 , 但 有 不 同 的 相位 曲线 。 本 节 的 
目的 就 是 根据 |ZL| 来 找到 argz 的 表达 式 。 
假设 工 是 正则 的 , L 和 L-i 在 Re s > 0 都 是 解析 的 ,并且 L(0) > 0。 定 义 
G 二 InL, 于 是 有 


ReG=ln|Ll, ImG=argL 


并 且 G 有 以 下 三 条 性 质 : 

(1) G 在 包含 虚 轴 的 某 个 右 半 平 面 是 解析 的 。 我 们 对 该 性 质 做 简要 证 明 , 考虑 
G 的 微分 六 

= 

由 于 工 在 右 半 平面 解析 ,所 以 L' 在 右 半 平面 也 是 解析 的 。 由 于 工 没有 零点 在 右 
半 平 面 , 所 以 G' 在 所 有 右 半 平 面 的 点 以 及 靠近 虚 轴 左边 的 一 些 点 上 都 存在 。 

(2) Re G(jw) 是 w 的 偶 函 数 ,Im G(jw) 是 w 的 奇 函 数 。 

(3) 当 右 半 平 面 的 半圆 的 半径 有 R 趋 于 ce 时 ，s-1G(s) 一 致 趋 于 0， 即 
G(Rei9) 
Rej? 


lim sup 
Ro% rn/2g0Kn/2 


6.2 相位 公式 .95. 


性 质 (3) 的 证 明 ”注意 到 
G(Rei?) = ln| 工 (Rei9)| + jargL(Rei®) 


并 且 当 一 oo 时 , argL(Rei?) 是 有 界 的 。 于 是 有 
G(Rei2) 


_ Lmlzasei 
Rejie 


R 


注意 到 工 是 正则 的 , 因而 对 某 些 < 和 >0, 有 


C 
L(s) 和， 一 ec 
于 是 得 到 
G(Re®)| | inle/R|| 
Rei? a 
| ln|e| ~ kln|R| | 
R 
lnR 
ki 
Rh 
一 0 


下 面 由 G 的 实 部 得 到 其 虚 部 的 表达 式 。 
引 理 6.3 ”对 每 一 个 频 域 wo 


Im G(jwo) = 和 人 Re G(jw)— Re GOwo) 
0 


w2 一 ct 
证 明 ”定义 函数 
F(s) ， G(s) 一 Re G(jwo) G(s) 一 Re G(jwo) 
二 § 一 juo 5 十 jwo (6.15) 
G(s) — Re G(jwo) . 
= 2jwo 52 三 


函数 F(s) 除了 在 极点 s = 土 jwo 以 外 , 在 右 半 平面 及 虚 轴 上 均 解 析 。 

作 Nyquist 围 线 : 由 虚 轴 向 上 , 在 点 土 jwo 处 ， 治 半径 为 ” 的 半圆 向 右 绕 过 ， 
再 沿 右 半 平面 半径 为 R 的 大 半圆 封闭 。 根 据 Cauchy 定理 可 知 , 下 沿 这 条 围绕 的 
积分 等 于 0。 这 个 积分 等 于 六 段 积分 的 和 : 虚 轴 上 三 个 区 间 ， 两 个 小 半圆 和 一 个 大 
半圆 。 令 表示 虚 轴 上 三 段 积 分 的 和 , 己 表示 下 半 部 的 小 半圆 的 积分 ，7 表示 上 
半 部 小 半圆 的 积分 , [4 表示 大 半圆 的 积分 。 对 于 这 几 自 积分 , 我 们 将 证 明 下 面 四 条 


结论 。 
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lim 
R00,7 


i200 Be C0n0), 
0 一 ce WwW — Wo 

lim T=—Nlm CUwo) 

lim Ts 二 一 TIm G (jwo) 


Bm Ts4=0 
首先 , = / jF(jw)dw， 这 里 积分 是 在 集合 


[—R, —wo, —7] U 人 wo + 7, wo 一 rr] U [wo 十 六 局 


(6.16) 


(6.17) 
(6.18) 
(6.19) 


(6.20) 


上 。 当 尼 一 oo0,7 一 0 时 ,这 个 集合 就 成 为 (-o0,oo)。 男 外 ， 从 式 (6.15) 中 可 以 得 


到 
G(jw) ~ Re G(jwo) 
jF (jw) = 2 a 
又 因为 . 
Im G(jw) 
Ww2 — we 


是 奇 函 数 , 它 在 集合 式 (6.20) 上 的 积分 等 于 0, 于 是 可 得 式 (6.16)。 


其 次 
n/2 i i0 _ > 
万 =/ Re G( jwo 十 rel 1 Re CUeo)jreiedg 
一 /2 一 Jwo 十 re — Jwo 
T/2 _ ， jg 。 _ 
一 / Re G( Ld +?e 1 Re Cueo)jjreiedg 
一 /2 一 ]Jwo 十 el 十 juo 


当 r 一 0 时 , 第 一 项 积分 趋 于 0, 第 二 项 积分 趋 于 


x/2 


[G(—-jwo) — Re Gliwo)li / 风 db0 = xIm G(jwo) 


于 是 得 到 式 (6.17) 的 证 明 。 式 (6.18) 的 证 明 与 之 类 似 。 
最 后 ,由 于 


nx/2 
五 = 一 / F(Rei?)jRei?d0 
—n/2 


因此 


lia|l < sup - 
(Rei2)2 + wg 


—n/2<0<7/2 


RAx 
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于 是 


sop SREY 0 


进一步 得 到 式 (6.19) 的 证 明 。 
最 后 ,由 于 式 (6.16)~(6.19) 以 及 ReG(jw) 是 偶 函 数 , 可 得 引 理 6.3 的 证 明 。 
根据 L 重 写 引 理 6.3 中 的 公式 如 下 : 


sare) = 2 {EO ma, (621) 


w2 一 wz 


定理 6.1 ”对 每 一 个 频率 wo, 有 


d ln|LZ| zl 
了 ln coth Fd 


argL(jwo) = 3/ 
其 中 积分 变量 为 vy = In(w/wo) 
证 明 ”改变 式 (6.21) 中 的 积分 变量 得 到 


、 1 1 nlL| -nlL(w 
argL (jwo) 一 =/ | | = G 0)| 1, 


需要 注意 的 是 , 在 这 个 积分 中 , In|L| 实际 上 看 作 是 v 的 函数 In|LGjwoe”)|。 从 一 oo 
到 0 及 从 0 到 +oo 作 分 部 积分 得 


. 1 . v1 
argL(jwo) = 一 元 [nl — In|LGwo)|) In coth 引 。 
1 /™d nlL| v 
十 元 / a ln coth dz 
1 . v1 
十 元 [Qn — ln|L(iwo)|) ln coth 5] 
1/° dinl|L| 一 7 
+ coth dy 
第 一 项 和 第 三 项 相 加 等 于 0。 于 是 定理 得 证 。 口 
例如 , 假定 mn |Z| 斜率 为 常数 
dmlzl 
dy 
那么 _ , 
. C v CT 
argL(jwo) = sf/ coth Fd 三 一 也 


即 相 位 转移 是 -90c 的 常数 。 
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在 相位 公式 中 , 斜率 函数 dln |L|/dv 被 函数 


Ww 十 Wo 


ln coth ld 二 | 
2 WO Ww 


加 权 。 这 个 函数 是 关于 wo 对 称 的 (水 平 坐标 取 自 然 对 数 ), 在 w = wo 处 是 正 的 无 
穷 大 , 当 w 从 -co 到 wo 时 是 递增 的 , 当 w 从 wo 到 +oc 时 是 递减 的 。d In |L|/dv 
在 接近 w = wo 处 加 了 很 大 的 权 。 因 此 可 以 得 出 这 样 的 结论 : |L| 的 曲线 在 靠近 频 
率 wo 处 越 陡 ， 则 argz 越 小 。 
例 6.1 考察 一 对 象 的 传递 函数 
P(s) = 8s 十 1 s2 + 2 x 0.05 x 30s + 302 
S52 十 2x0.7x5s+52s2+2x0.0l xx45s 十 452 

这 是 飞行 器 运动 的 模型 ， 它 包含 45rad/s 的 第 一 柔性 模 态 。 这 个 模 态 具有 非常 小 
的 阻尼 比 0.01。 与 这 样 的 频率 和 阻尼 比 相关 的 不 确定 性 , 一 般 为 2% ~ 3%。 尸 中 还 
包含 一 对 小 阻尼 零点 。 P 的 Bode 幅 频 图 如 图 6.2 所 示 。 
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图 6.2 例 6.1 中 |P| 的 Bode 图 


一 般 先 不 规定 性 能 加 权 Wi, 而 是 指定 一 个 希望 的 开 环 回路 传递 函数 。 最 简单 
又 合适 的 回路 传递 函数 取 


其 中 we 是 一 正 数 , 即 穿越 频率 (在 该 频率 处 |L| = 1)。 这 就 要 求 C = L/P 的 分 子 
含 下 面 的 因子 ( 即 C 很 可 能 像 一 个 有 很 深 凹 形 槽 的 滤波 器 )。 
s2 + 2 x0.01 x 45s+ 452 


但 是 , 45 和 0.01 这 两 个 数 是 不 确定 的 , 为 了 更 保险 起 见 , 可 令 


6.3 注 记 
1 二 此 s? + 2 x 0.03 x 45s 十 452 
/Ts so X00l x 45 1 45 
以 便 让 四 槽 浅 些 。 
注意 到 


3 
3 十 ec 
原则 上 , w。 越 大 越 好 ,这 样 一 来 15| 可 在 更 宽 的 频 域 范围 内 越 小 (|5| 越 小 可 保证 
系统 的 跟踪 性 能 和 抗 干扰 性 能 越 好 )。 实 际 上 , 由 于 高 频 的 不 确定 性 ，w。 的 取 值 也 
有 一 定 的 限制 。 处理 这 种 不 确定 性 的 典型 办 法 是 从 不 确定 比较 明显 的 频率 开始 , 保 
证 标 称 对 象 了 充分 小 。 于 是 , 我 们 选 最 大 的 we 使 得 


[LG < 0.5， Yu > 45 


于 是 有 we = 8。 回 路 的 形状 如 图 6.3 所 示 , 控制 器 为 


10° 


10! 
图 6.3 例 6.1 的 回路 特性 


Cl(s) = Pt) 
_ 8 +2x0.7x 5s+52s?+2x0.03 x 45s+452 
本 s(s+1) $2 + 2 x 0.05 x 30s + 302 
63 注 记 


本 章 内 容 由 文献 [1] 的 第 7 章 改写 而 成 。 关 于 回路 成 形 的 更 详细 内 容 可 参考 文 
献 [1| 和 文献 [2?] 中 的 相关 内 容 。 
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1. 在 例 6.1 中 , 取 


5s 十 1 
8s2+2x0.7x5s+52 


根据 回路 成 形 的 方法 , 重新 设计 一 控制 器 。 
参考 文献 
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第 7 章 ”时 域 数学 基础 


时 域 的 鲁 棒 控制 理论 的 数学 基础 是 矩阵 分 析 和 Lyapunov 定理 。 本 章 介 绍 时 域 
和 鲁 棒 控制 理论 的 基础 知识 , 包括 矩阵 范 数 、 稳 定性 理论 、LMI 方法 以 及 一 些 常用 引 
理 等 。 这 些 基 础 知识 和 基本 概念 为 以 后 各 章节 的 学 习 提供 理论 基础 。 


7.1 矩阵 论 基础 
7.1.1 和气 阵 的 基本 运算 
m x n 个 数 排 成 m 行 n 列 的 阵列 
Q1l1 Ql12 Qn 
Q21 Q2n (7.1) 
dmil QQm2 Qmn 


称 为 维 数 为 m x n 的 矩阵 , 简称 为 m x n 和 矩阵 ,用 单个 大 写字 母 表示 , 如 4A, B 
等 。 

给 定 矩 阵 4， ,可 以 在 行 间作 水 平 线 ， 或 (及 ) 在 列 间 作 垂 直线 ， 把 矩阵 划分 成 
一 些 块 , 称 为 矩阵 4 的 分 块 。 例 如 , 下 面 的 3 x 5 的 矩阵 4 可 以 被 虚线 分 成 四 块 : 


0 2 904 Qs -全 | (7.2) 
A,l A22 | 


矩阵 分 块 可 以 显示 其 结构 特征 , 简化 矩阵 运算 。 例如， 当 hi 与 422 都 可 逆 
时 , 有 以 下 的 简化 矩阵 求 逆 运算 : 


A 0 17: A 0 
| 11 | | 11 , (7.3) 
421 422 一 422 421411 422 


Q21 022 023 1 U24  Q25 


Q31 GQ32 0Q33 1034 Q35 


[全 | _ [全 | 
0 hz| | 0 4 地 

矩阵 P 称 为 是 正定 的 , 如 果 对 于 任意 的 z 关 0, 都 有 zTPz >0 成 立 。 正定 矩 
阵 有 如 下 的 几 个 性 质 : 


(7.4) 
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(1) 如 果 P 的 特征 值 都 是 正 数 , 则 P 是 正定 的 , 记 为 P > 0; 

(2) 如 果 P > 0, 则 P 的 对 角 线 元 素 都 大 于 0; 

(3) 如 果 @ 是 非 奇 异 矩 阵 , 且 有 PP > 0, 则 QTPQ 也 是 正定 的 ; 

(4) 如 果 P > 0, 则 P-! 存在 , 且 有 P-1 > 0; 

(5) 如 果 P > 0, 则 从 P 中 去 掉 一 行 及 其 对 应 的 列 所 得 的 矩阵 仍然 是 正定 的 。 
7.1.2 向量 和 和 矩阵 的 范 数 

定义 7.1 设 >z 为 属于 复 空 间 C" 的 复 向 量 , 按 某 一 对 应 规则 在 C"” 上 定义 x 
的 一 个 实 值 函数 zll。 如 果 该 函数 满足 如 下 条 件 : 

(1) 非 负 性 , 即 |zl| > 0, vz EC |lzl| = 0 当 且 仅 当 z = 0; 

(2) 齐 次 性 , 即 | kzl = |k| :zl YeC，zeCn; 

(3) 三 角 不 等 式 , 即 lz+g 乏 zl+lol vx,y € C"， 
则 称 实 函 数 | zl| 为 向 量 x 的 范 数 。 

记 C*" 上 的 复 向 量 z = [zx za …， 2zn1T。 几 种 常用 的 向 量 范 数 定义 如 下 : 

(1) 1- 范 数 


nh, 


lz = >》 zi| (7.5) 
z= 二 1 
1- 范 数 通 常 记 为 ||zxll1。 
(2) 2- 范 数 
/2 
lizllz = (zz)72 = (> 站 (7.6) 
2- 范 数 通常 记 为 |zllz， 又 称 为 Euclidean 范 数 。 
(3) oc- 范 数 
zl = Re (7.7) 
oo- 范 数 通 常 记 为 zl。 
(4) p- 范 数 
n 1/p 
lals = ( Dhar) (7.8) 
i=1 


容易 看 出 , p- 范 数 中 , 当 p=1 时 , p- 范 数 即 为 1- 范 数 , 当 p=2 时 , p- 范 数 即 为 
2- 范 数 , 而 当 p 一 ce 时 , p- 范 数 为 co- 范 数 。 因此, p- 范 数 具 有 一 般 性 。 

在 实际 工程 问题 中 , 一 般 讨 论 的 是 n 维 实 空间 R"。 这 时 ， 上述 的 几 类 范 数 定 
义 依然 适用 , 只 是 xz = zT。 

z ECn 的 范 数 定义 有 无 穷 多 种 , 对 于 任意 两 种 范 数 ,， 有 如 下 的 等 价 性 定理 。 
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定理 7.1 设 |lzl。 和 zlls 是 定义 在 C" 上 的 任意 两 种 范 数 ， 则 存在 正 数 
ka > 1 > 0 满足 
killzlls 和 llzlla 和 kzllzlle (7.9) 


定义 7.2 设 4 为 属于 复 矩 阵 空 间 Cmx" 的 矩阵 , 按照 某 一 对 应 规则 在 C™x" 
上 定义 4 的 一 个 实 值 函 数 | 4。 如 果 |4j| 满足 如 下 条 件 : 

(1) 非 负 性 , 即 |4| > 0, VA ec Cmxn; |4l| =0 当 且 仅 当 4 = 0; 

(2) 齐 次 性 , 即 |kA|| = | 了 .4 vA € Cmxn, keC; 

(3) 三 角 不 等 式 , 即 4 二 Bi < 中 4l + 上 BIl, v4,B eC™*"; 

(4) 相 容 性 ， 即 当 和 气 阵 乘积 4B 有 意义 时 ,有 


iABI < 4 1 如 (7.10) 


则 称 14|| 为 矩阵 4 的 范 数 。 

比较 定义 7.1 和 7.2 可 知 , 向 量 范 数 和 和 矩 阵 范 数 所 满足 的 条 件 (1)~ (3) 完全 相 
同 。 实际 上 , 若 把 m x n 的 矩阵 看 成 n 个 m 维 的 列 向 量 串 接 而 成 的 m xm 维 向 
量 , 那么 上 述 任何 一 种 向 量 范 数 的 定义 都 可 以 看 作 m x n 维和 矩阵 的 范 数 定义 , 但 
是 必须 验证 是 否 满足 矩阵 乘法 运算 的 相 容 性 条 件 。 

设 A= (ai E C7mxm。 几 种 常见 的 矩阵 范 数 定义 如 下 : 

(1) 1- 范 数 (又 称 为 列 范 数 ) 


4 = max 2 lai (7.11) 
?一 | 
(2) 2- 范 数 (又 称 为 谱 范 数 ) 


| 4ll2 一 V Mmax (AH A) (7.12) 


其 中 Nmax(*) 表示 最 大 特征 值 。 
(3) oo- 范 数 (又 称 为 行 范 数 ) 
Als = max ou (7.13) 
这 三 种 范 数 分 别 为 对 应 向 量 范 数 的 诱导 范 数 , 妈 
[Al = max Aol (7.19 


lizll=1 


因此 都 有 
上 4zl < ie 


对 于 1 范 数 ，2- 范 数 ，oco- 范 数 成 立 。 
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另外 一 种 常见 的 矩阵 范 数 是 Frobenius 范 数 , 简称 F 范 数 ,定义 为 
1/2 
|Alls = trace( AT A) = (Yor ) : (7.15) 


i=1 j=1 


对 于 和 矩阵 范 数 , 我 们 同样 有 如 下 的 等 价 性 定理 。 
定理 7.2 设 |4|。 和 ills 是 定义 在 Cmx” 上 的 任意 两 种 和 矩阵 范 数 , 则 存在 
正 数 k2 > 后 > 0 满足 
rillAlle < | Ala < kollAlle (7.16) 


7.1.3 ”和 矩阵 的 Kronecker 运算 


对 于 两 个 官 阵 A = (0;)) E R"*™m, B = (5 Ee 及 2x9 , 矩阵 A 和 B 的 Kronecker 
乘积 是 一 个 分 块 矩阵 


ali alz 忆 amB 
: B -BB i Os nB 
48B=| | e Rpxm (7.17) 
QamiB am2B 四 amnB 
利用 和 矩阵 的 运算 ， 可 以 得 到 和 扎 阵 的 Kronecker 乘积 的 一 些 性 质 : 

(1) 1®A= 4; 
(2) (4+BIoC=4&C+BQC: 
(3) (4 四 万 )(C &®D) = AC®BD 
(人 (4@BIT=A4T@BT 
(5) (A® B) i = Al!®B-!; 
(6) 


6) o(A®B)= {MA(A)M(B) : AA) € 0(A), AB) € o(B)}, 
其 中 4, B, C, D 是 适当 维 数 的 矩阵 很 显然 , 4@ 和 B & 4 同 阶 , 但 是 一 般 说 
来 , A48BzzZB®&A。 

对 于 和 矩阵 A e R"*" 和 BeR™mx™m, 定义 4 和 B 的 Kronecker 和 定义 为 


ABB=(A®In+i+I,®B) (7.18) 
对 于 条 阵 4 = (aij) ERmxnm, 记 au = (G00i2 main =12 ,nNn)。 令 
Q1 
a2 
Vec(A) = 
Qn 


则 称 Vec( 4) 为 矩阵 4 的 列 拉 直 ( 列 展开 )， 同 样 可 以 定义 矩阵 的 行 展开 。 
容易 得 到 , 对 于 矩阵 A < Rmxn"，X E 开 "xp， 已 <Rzx9， 有 下 式 成 立 ; 
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Vec(4XB) = (BIT@4)Vec(X) 
如 果 取 m=n, p=g, 则 有 Vec(4XTXB)=(BT@ A)Vec(X)。 | 
在 控制 理论 中 ， 我 们 经 常 需 要 求解 形 如 4X + XB = C 的 矩阵 方程 ， 其 中 
4ER"xn ER"xn CER"xn。 这 时 , 可 以 通过 Kronecker 积 写成 
(BTg A)Vec(X) = Vec(C) 
注意 该 方程 具有 唯一 解 ， 当 且 仅 当 BT @ 4 是 非 奇异 的 。 


7.2 Lyapunorv 定理 及 其 基本 概念 


稳定 性 问题 是 控制 理论 和 控制 系统 设计 中 的 一 个 基本 问题 , 本 节 以 Lyapunov 
函数 为 工具 , 讨论 系统 在 平衡 点 附近 的 稳定 性 问题 , 给 出 Lyapunov 理论 判断 系统 
稳定 性 的 基本 方法 。 
7.2.1 Lyapunov 稳定 性 


考虑 如 下 的 状态 方程 : 
t= f(z,t) 
7.19 
rx(to)= x0 | ) 


其 中 z < R” 为 状态 向 量 ，xo 为 to 时 刻 的 初始 状态 ，t 为 连续 时 间 变 量 ，; 为 
光滑 函数 ， 同 时 假设 对 每 个 如 和 xo， 系统 (7.19) 有 唯一 解 z(t,zo,to)。 当 了 不 
是 上 的 显 函 数 时 , 称 为 自治 系统 或 时 不 变 系 统 ,， 否则 称 为 非 自 治 系统 或 时 变 系 统 。 
如 果 f(x,t) = A(t)z(t)， 则 系统 (7.19) 为 线性 系统 ， 否 则 称 为 非 线性 系统 。 如 果 
f(z.t) = Az(t)， 则 系统 (7.19) 为 定常 线性 系统 。 

定义 7.3 ze =0 是 系统 (7.19) 的 平衡 点 ,如果 


f(xet)=0, vieRt (7.20) 
对 于 非 线 性 系统 , 可 能 有 一 个 或 多 个 平衡 点 , 它们 分 别 对 应 于 方程 (7.20) 的 一 
个 或 多 个 常数 解 。 对 于 线性 定常 系统 ， 其 平衡 点 ze 满足 
4ze =0, vieRt (7.21) 
当 和 矩阵 4 非 奇异 时 , 系统 只 有 唯一 的 平衡 点 ze = 0; 当 4 奇异 时 , 存在 无 限 多 个 
平衡 点 。 如 果 平 衡 点 是 孤立 的 , 则 称 为 孤立 平衡 点 。 
如 果 系 统 (7.19) 的 平衡 点 ze 关 0, 可 以 定义 一 个 新 的 状态 向 量 e = zx 一 zo。 因 
为 


E=2— je = f(rete,t)— f(xe,t) = gle,t) 
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可 以 通过 研究 系统 e = gle,t) 在 零点 的 稳定 性 来 研究 之 = f(zx,t) 在 ze 的 稳定 性 。 
因此 , 不 失 一 般 性 , 总 是 假设 系统 (7.19) 的 平衡 点 在 ze = 0。 

如 果 系 统 初始 状态 处 于 平衡 状态 且 没 有 外 力作 用 在 系统 上 ， 系 统 将 永远 处 于 
平衡 状态 , 但 是 , 如 果 系 统 受到 干扰 , 系统 轨迹 可 能 依然 处 于 平衡 状态 或 者 距离 平 
衡 状态 越 来 越 远 。 因 此 , 所 谓 的 系统 运动 的 稳定 性 ， 就 是 研究 平衡 状态 的 稳定 性 ， 
即 偏离 平衡 状态 的 受 扰 运动 能 否 只 通过 依靠 系统 内 部 的 结构 因素 而 返回 平衡 状态 ， 
或 者 限制 在 它 的 一 个 有 限 邻 域内 。 

定义 7.4 ”系统 (7.19) 的 平衡 点 re = 0 是 稳定 的 , 如 果 对 于 任意 给 定 的 实数 
<s， 存 在 一 个 与 es 和 如 有 关 的 实数 5(e,t 如 )， 上 只 要 zo 满足 


| zol < 6(e, to) 


就 有 


lx(t,zo,to)| <€e, vi>0 


否则 称 系 统 在 平衡 点 是 不 稳定 的 。 
定义 7.4 给 出 了 Lyapunov 意义 上 的 系统 稳定 性 , 但 许多 场合 仅仅 讨论 z(t. zo ,to) 
的 有 界 性 远 远 不 够 , 更 需要 考虑 给 定 初始 扰动 下 x(t, zo,to) 能 否 返 回 平衡 点 。 
定义 7.5 ”系统 (7.19) 的 平衡 点 ze = 0 是 渐 近 稳定 的 ,如 果 平 衡 状态 ze = 0 
不 仅 是 Lyapunov 稳定 的 , 还 存在 一 个 实数 (to) > 0 使 得 


| zol < 6(to) > im | zo, to)| =0 


则 称 系统 是 渐 近 稳定 的 。 也 就 是 说 ， 以 足够 靠近 平衡 状态 ze 出 发 的 点 , 当 1 一 co 
时 收敛 于 re。 

可 以 看 出 ， 稳 定性 和 渐 近 稳定 性 都 具有 局 部 性 。 在 这 个 意义 上 ， 如 果 初 始 扰 
动 b(e,to) 很 大 ， 则 状态 z(t, zo,to) 可 能 偏离 ze = 0 越 来 越 远 。 因 此 存在 一 个 区 
域 Ds = {zo : |zol < 6}, 任意 初始 于 该 邻 域 的 初始 状态 都 能 确保 稳定 和 渐 近 稳定 。 
该 区 域 称 为 吸引 域 。 如果 Ds = R"， 称 系统 在 z。 = 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 即 如 下 
定义 。 

定义 7.6 ”系统 (7.19) 的 平衡 点 ze = 0 是 渐 近 稳定 的 ， 如 果 ze = 0 对 所 有 
z0E 及 ”都 是 稳定 的 ， 同 时 还 满足 lim ||z(t, zo, 如 川 = 0。 

在 许多 控制 系统 中 , 不 仪 需要 考虑 轨迹 的 稳定 性 , 更 关心 轨迹 收敛 的 性 能 , 例 
如 ， 我 们 希望 系统 (7.19) 的 轨迹 以 指数 方式 收敛 到 zo = 0, 这 时 就 有 指数 稳定 的 
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定义 7.7 系统 (7.19) 的 平衡 点 ze = 0 是 指数 稳定 的 , 如 果 存在 两 个 正 数 a 
“和 入 , 在 ||lzoll < 。 时 系统 轨迹 满足 


lz xo, to)l| < Qallzolle *, vt E Rt 


7.2.2 Lyapunov 稳定 性 定理 


1894 年 , 俄国 学 者 Lyapunov 在 《运动 稳定 性 的 一 般 问 题 》 论 文中 , 首次 建立 
了 运动 稳定 性 的 一 般 理 论 , 给 出 了 判断 形 如 (7.19) 的 非 线性 系统 稳定 性 的 一 般 方 
法 。Lyapunov 梳 构造 了 一 个 类 似 于 : 能量 ”的 Lyapunov 函数 , 通过 分 析 它 及 其 一 阶 
导数 的 定 号 性 来 获得 系统 稳定 性 的 有 关 信 息 。 该 方法 具有 概念 直观 、 方法 具有 一 般 
性 、 物理 意 义 清晰 等 优点 ， 当 1960 年 前 后 被 引入 到 系统 与 控制 论 中 ， 立 刻 得 到 了 
广泛 应 用 , 无 论 在 理论 上 还 是 在 应 用 上 都 显示 了 强大 的 优越 性 。 本 节 分 别针 对 连续 
系统 和 离散 系统 , 给 出 相应 的 Lyappunov 稳定 性 判 据 。 

定理 7.3 ”对 于 系统 (7.19)， 如 果 存 在 一 个 正定 函数 V(z,t) 满足 V(x,t) = 
和 Y(e,0) 是 半 负 定 的 , 则 平衡 状态 z。 = 0 是 稳定 的 。 如 果 六 (zx, 是 负 定 函数 , 同 
时 对 于 所 有 的 系统 非 零 解 ，V (x,t) 去 0， 则 平衡 状态 ze = 0 是 渐 近 稳定 的 。 如 果 
ze = 0 是 渐 近 稳定 的 ， 且 当 zl 一 oo 时 , 有 V(xz,t) -> 00, 则 1 zx。 = 0 是 全 局 渐 近 
稳定 的 。 

对 于 离散 系统 , 有 如 下 的 类 似 定理 。 

定理 7.4 “对 于 系统 

Zz(k+1)= f(z(k),k) 


7.22 
f(0.t)=0, vk>0 0) 


如 果 存 在 一 个 正定 函数 V(z,) 满足 AV(x,k) := V(z(k 二 1),k)— V(x(k),k) < 
0，w，vYz 关 0， 则 平衡 状态 x. = 0 是 渐 近 稳定 的 。 如 果 re = 0 是 渐 近 稳定 的 , 且 
当 zl 一 ee 时 , 有 V(z,k) 一 00, 则 ze=0 是 全 局 渐 近 稳定 的 。 


7.3 时 滞 系 统 的 稳定 性 定理 


时 灌 现 象 存在 于 科学 研究 与 工程 技术 的 众多 领域 , 如 长 管道 进 料 或 皮带 传输 ， 
极 缓慢 的 过 程 或 者 复杂 的 在 线 分 析 仪 等 都 会 产生 时 洁 ， 对 许多 大 时 间 常 数 的 系统 ， 
也 常用 适当 的 小 时 间 常 数 系统 加 时 灌 环 节 来 近似 , 这 些 都 可 以 归结 为 时 滞 模 型 , 一 
般 描述 为 
Z(t) = f(z, 1), 


(7.23) 
Z(t) = p(t), te lto—7,tol 
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其 中 z(t) € R" 为 状态 向 量 ; / : R x C 一 Rn 为 光滑 函数 ; ze = z(t + 9,9 < 
[7,0]; p(t) 为 初始 状态 。 可 以 看 出 , 要 确定 状态 问 量 在 t 时 刻 的 值 , 必须 知道 时 间 
t 和 z(€), € € [t 一 7, 引 。 因 此 ,从 本 质 上 说 ,时 滞 系 统 是 无 穷 维系 统 。 

如 果 存 在 时 间 7 > 0, z(t,to,wp) 在 区 间 [to 一 7 如 十 可 上 连续 且 满 足 方程 (7.23)， 
则 称 函 数 z(t,to, wv) 是 方程 (7.23) 在 区 间 [to 一 7,to+)] 的 一 个 解 。 显然 , x = p(t),t € 
[to 一 7,toj。 以 下 定理 给 出 了 方程 (7.23) 解 存在 且 唯 一 的 条 件 。 

定理 7.5 ”假定 fC R x C 为 开 和 集 , 函数 f :9 一 R” 为 连续 函数 ,， 有 是 /to) 
在 9 的 每 一 个 紧 子 集 上 对 wy 都 满足 Lipschizt 条 件 , 即 对 一 给 定 的 紧 子 集 Qo c 0， 
存在 一 个 常数 工 使 得 

ft, p13) = ft, po))| & Lyi — pol 

对 于 任意 的 (t,p1) s Qo 和 (tp2) e Qo 都 成 立 。 如 果 (t,p) < Q， 则 方程 的 解 是 唯 
一 的 。 

对 于 函数 p : fw 中 一 及 定义 jpll。 为 


二 1 
lolle 3%, lt) (7.24) 


其 中 小 | 到 2- 范 数 , 在 基础 上 给 出 时 滞 系 统 稳定 性 定义 如 下 。 

定义 7.8 ”如 果 对 于 任意 给 定 的 toe 民 和 任意 的 < > 0, 存在 5= 5(to,s) > 0， 
使 得 当 lzil <5 时 , 有 xl) < 对 上 >0 成立 , 则 称 系统 (7.23) 的 零 解 是 稳定 
的 。 如 果 系 统 (7.23) 的 零 解 是 稳定 的 ， 且 对 于 任意 的 如 < RR 和 任意 的 = > 0, 存在 
64 二 6alto,Ee) > 0 使 得 zxioll < 64 时 有 dm z(t) = 0， 则 称 系统 (7.23) 的 零 解 是 渐 
近 稳 定 的 。 如果 系统 (7.23) 的 零 解 是 稳定 的 ， 且 5(to,s) 的 选取 不 依赖 于 如 ， 则 称 
系统 (7.23) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 。 如 果 系 统 (7.23) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 , 且 存 在 
bi > 0 使 得 对 于 任意 的 7 > 0, 存在 T= 人 (64,n) 使 得 zs <6 时, 有 zx < 7 
对 任意 的 +> t0 十 了 ,to € 恨 成 立 , 则 系统 (7.23) 的 零 解 是 一 致 渐 近 稳定 的 。 如 果 
系统 (7.23) 的 零 解 是 .一致 ) 渐 近 稳定 的 ， 且 5。 可 以 为 任意 大 的 有 限 数 ， 则 称 系 
统 (7.23) 的 零 解 是 (一 致 ) 全 局 浙 近 稳定 的 。 

同 无 时 滞 系 统一 样 ， 判 定时 滞 系 统 稳定 性 的 有 效 办 法 是 Lyapunov 方法 。 由 
于 时 滞 系 统 (7.23) 在 t 时 刻 的 状态 由 区 间 [t 一 7,4] 的 x(t) 的 值 来 描述 ， 因 此 对 
应 的 Lyapunov 函数 也 应 该 是 依赖 于 xz; 的 泛 函 V(t,7z1)。 该 函数 称 为 Lyapunov- 
Krasovskii 泛 函 ,其 中 zt 为 系统 (7.23) 的 解 。 定 义 泛 浮 的 上 右 导 数 为 


. V(t+h bp) Vt 
VQ 0) 一 lim, 十 eh) (t,¥) 


定理 7.6” 设 系统 (7.23) 中 的 1 :RxC 一 RR" 为 及 x(C 的 有 界 子 集 ) 到 RR" 
的 有 界 子 集 的 映射 , wwu : 请 一 忆 | 为 连续 的 非 减 函数 , 当 s > 0 时 uls) 和 wv(s) 
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为 正 , 且 w(0) = w(0) = 0。 若 存在 连续 可 微 泛 本 V :Rx C 有 使 得 
ulle(OD < V(t, p) < wlllle) 


并 且 

V(t,p) & —wlllp(0))) 
则 系统 (7.23) 的 零 解 是 一 致 稳定 的 ; 如 果 s > 0 时 w(s) > 0 则 系统 (7.23) 的 零 
解 是 一 致 渐 近 稳定 的 ; 如 果 lim_ u(s) = co 则 系统 (7.23) 的 零 解 是 全 局 一 致 渐 近 稳 
定 的 。 

由 于 Lyapunov-Krasovskii 泛 函 要 用 到 区 间 下 一 7 直上 的 状态 z(t)， 造 成 了 
Lyapunov-Krasovskii 实际 应 用 的 困难 ， 而 以 下 的 Razumikhin 定理 只 用 到 了 函数 而 
非 泛 函 , 在 许多 场合 可 以 代替 Krasovskii 定理 。 

定理 7.7 设 系统 (7.23) 中 的 :RxC -，R" 为 RRx(C 的 有 界 子 集 ) 到 R" 
的 有 界 子 集 的 上 映射, u,v,w : | 一 忆 . 为 连续 的 非 减 函数 , 当 s > 0 时 w(s) 和 vw(s) 
为 正 , 且 wu(0) = v(0) = 0, v 严格 递增 。 若 存在 连续 可 微 泛 函 V : R x R” 到, 使 
得 


uzl) < V(t,2) < vzll), teR, zeR” 
并 且 V 沿 系统 (7.23) 的 解 x(t) 的 导数 满足 当 V(t + ,zt 二 四) < V(xz,z(t)) 时 


(人 2) < —w(|lzll), 0 6 [—7, 0 


则 系统 (7.23) 一 致 稳定 。 
如 果 当 s > 0 时 w(s) > 0, 并 存在 一 个 连续 非 减 函数 p(s) > s, (s > 0), 使 得 若 
V(ti+0,r(t+0) & p(V(t, z(t))), 


V(t,x) < —w({llz|), ee [一 70] 
成 立 ， 则 系统 (7.23) 一 致 渐 近 稳定 。 如 果 还 有 Jim u(s) = co， 则 系统 (7.23) 全 局 
一 致 渐 近 稳定 。 
7.4 Riccati 方程 
所 谓 代 数 Riccati 方程 ,是 指 具 有 如 下 形式 的 矩阵 方程 : 
ATP+PA+-PRP-Q=0 (7.25) 


其 中 PA4, R,Q e R"*"， 且 9 为 对 称 和 矩阵 ，R 为 半 正 定 或 半 负 定 和 矩阵 。 如 存在 P 
满足 式 (7.25)， 则 称 该 Riccati 方程 有 解 。 显 然 , 当 已 = 0 时 ，Riccati 方程 退化 为 
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Lyapunov 方程 。 大 量 的 控制 问题 都 可 以 归结 为 Riccati 方程 的 求解 问题 。 例如 , LQ 
问题 中 经 常 磁 到 如 下 的 二 次 矩阵 不 等 式 : 


ATP+PA— PBR- -IBTIP+Q=0 


其 中 4, B 为 适当 维 数 的 定常 矩阵 , Q 为 给 定 的 适当 维 数 的 对 称 和 矩阵 , P 为 对 称 矩 
阵 变量 。 
对 于 Riccati 方程 (7.25), 定义 2n x 2n 矩阵 有 如下: 
HH= 6 1 (7.26) 
@ -AT 
该 矩阵 通常 称 为 Riccati 方程 (7.25) 的 Hamiltonian 矩阵 ， 它 与 Riccati 方程 有 如 
下 关系 : | 
[IP -IlH | := 0 (7.27) 


定理 7.8 ”Hamiltonian 矩阵 万 的 特征 值 关 于 原点 是 对 称 分 布 的 , 即 , 者 入 是 
HH 的 一 个 特征 值 , 则 -入 , 和 *， -入 也 是 及 的 特征 值 。 

设 定 NG = 1,2,3,… ,nn) 为 五 的 nn 个 特征 值 , 且 vw; 是 对 应 的 特征 值 (如 入; 
中 有 重复 的 特征 值 ， 则 vi 为 对 应 的 广义 特征 向 量 )， 记 万 的 Jordan 标准 型 为 了 
并 定义 2n x n 的 矩阵 了 为 


T=[u va 1 un 

则 有 

HT= TJ 
令 nxn 维 算 阵 了 和 七 为 7 

r=|z| 

了 2 

则 有 

已 = 罗 人 1 (7.28) 


例如 , 假设 Riccati 方程 (7.25) 中 矩阵 取 为 
4 


其 Hamiltonian 和 抢 阵 为 


La] 

| 

[Ne 
OD 一 OO 

一 
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计算 得 矩阵 五 的 特征 值 为 和 = 1，》a = -1，》s = 2, 和 4 = 一 2, 与 之 对 应 的 特征 向 
量 为 


0 2 0 0 
0 0 1 1 
2 | 1| 3” |0 0 
0 0 4 0 
所 以 选取 和 2 = -1, 和 2 = -2 对 应 的 特征 向 量 内 和 ww， 则 下 及 页， 五 分 别 为 


2 0 
五 0 1 
T= v4 | 一 一 
Lo v4l 国 1 0 
0 0 


从 而 
_ | | "| 的 | 
P=TT!= = 
0 ollo 1 0 0 


7.5 LMI 方法 


近 十 多 年 来 , 线性 矩阵 不 等 式 (LMI) 越 来 越 广泛 应 用 于 解决 系统 与 控制 中 的 
一 些 问 题 ， 特别 是 随 着 求解 LMI 的 内 点 法 的 提出 和 MATLAB LMI 工具 箱 的 推 
出 , LMI 越 来 越 受 到 人 们 的 关注 和 重视 ,并 逐渐 成 为 这 一 研究 领域 的 研究 热点 。 


7.5.1 ”LMI 的 一 般 表 示 
一 个 LMI 具有 以 下 形式 : 


F(z) = 而 +》 riF<0 (7.29) 
?一 1 
其 中 zi，za，…… ,zm 为 m 个 实数 变量 ， 称 为 LMI (7.29) 的 决策 变量 ， 而 > = 
[zz2 Zn]T e 民 " 为 决策 向 量 , Fi = TE Rn = 0,1,.… ,n) 为 给 定 的 对 
称 和 矩阵 .。 F(x) < 0 表示 和 矩阵 F(x) 是 负 定 的 , 即 对 于 任意 非 零 向 量 上 e Rm 有 不 等 式 
ETF(zi5 < 0 成立, LMI 的 求解 问题 就 是 要 找到 一 组 决策 变量 zl, x2,-…… ,zm 使 得 
(7.29) 
成 立 。 
若 式 (7.30) 成 立 
F(Z)= + DziF: <0 (7.30) 


i=1 


则 称 之 为 非 严格 LMI。 
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在 许多 控制 系统 中 , 问题 的 变量 是 以 矩阵 形式 给 出 ， 如 和 矩阵 不 等 式 
F(X)= ATX+XA+Q<0 (7.31) 


其 中 4e R"x*, Q <e "xn 为 给 定 的 常数 和 矩阵， 其 中 @ 为 对 称 正定 的 , X € RX" 
为 未 知 矩 阵 变量 。 如 果 假 设 Bi，E2,… , Em 为 对 称 和 矩阵 空间 了" 的 一 组 基 , mm = 


人 +， 则 对 任意 对 称 短 阵 Xe Rnxn， 存 在 标量 v1，z2,… ,zn 使 得 X 一 


re 


P(X) -F(as) = A (DuB) 十 (Du)a+te 
z=1 ?一 | i=1 
二 1 (ATE! 十 五 ;41) 十 …… 十 zm(ATE,n 十 Em A) 十 外 


< 0 


即 可 以 写成 LMI 的 一 般 形 式 。 

定理 7.9 集合 6 = {zx :了 (x) < 0} 是 一 个 凸 集 。 

该 定理 说 明了 约束 条 件 (7.29) 定义 了 自 变量 空间 的 一 个 凸 集 ， 因 此 是 自 变量 
的 一 个 凸 约束 。 正 是 LMI 的 这 个 性 质 使 得 可 以 应 用 解决 凸 优化 问题 的 有 效 方法 来 
求解 相关 的 LMI 问题 。 

在 控制 论 中 经 常 遇 到 的 二 次 矩阵 不 等 式 ， 可 以 通过 下 面 的 Schur 补 引 理 转化 
为 LMI, 这 也 是 LMI 在 系统 与 控制 论 中 得 以 广泛 应 用 的 一 个 主要 原因 。 

定理 7.10 ”给 定 对 称 和 矩阵 


-|s | 
S21 S22 


其 中 Se Brxr， 则 以 下 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

(1) S$ < 0; 

(2) S11 <0, S22 — SL S71 S12 < 0; 

(3) S22 < 0, $11 — S1257 ST < 0。 

证 明 (1) 全 (2) 由 于 5 是 对 称 的 , 故 有 Si = Sh，S22 = 5S, S21 = 9。 应 
用 矩阵 的 块 运算 , 可 以 得 到 


| I | 网 il I | -| 和 0 
—SaSrm! TI lS S22li-Sasn I |0 S52— S297S12 
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因此 有 
I 0] [S11 3 I 0] 
s<oe| , | ?| | , <0 
—S21S11 IllSa S22 L-Sasn 1 
ey 0 
| 11 , | 0 
0 S22 一 921911 S12 
今 (2) 
(1) 令 (3), 注意 到 


| | 阮 | |; | - [ 一 5i2925 五 0 | 


0 I S21 S22 0 I 0 S22 
因此 有 : 
I -925F1T5 Si2a] rT -S12S22 1 
scool “|| "|| | _ 0 
L0 了 S21 022 0 I 
I — S27 SL 0 _ 0 
0 S22 


<> (3) 


口 
通过 Schur 补 引 理 , 可 以 将 非 线 性 矩阵 不 等 式 , 特别 是 Riccati 矩阵 方程 转换 
成 LMI, 例如 ,不 等 式 


ATP+PA+PBR-IBTP+Q<O 


其 中 4，B 为 适当 维 数 的 定常 矩阵 ，Q 为 适当 维 数 的 对 称 和 矩阵，P 为 对 称 和 矩阵 变 
量 , 尺 为 正定 对 称 矩 阵 应 用 Schur 补 引 理 可 以 将 之 转化 为 如 下 的 线性 矩阵 不 等 式 ; 


4IP+P4+Q PB 
<0 
| BTP | 
在 许多 问题 中 ,经 常会 遇 到 非 严 格 LMI, 或 既 包 含 严 格 LMI， 又 包含 非 严 格 
LMI 的 混合 LMI。 对 于 矩阵 
A BT 
F= | | (7.32) 
B CC 
其 中 AcR"**"*, Be R?X™m, OC ce RTY™m, PF > 0 等 价 于 
C0, A-B'CIB>0, BT(I— C0!)=0 (7.33) 
其 中 C-! 为 矩阵 C 的 Moore-Penrose 道 。 
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7.5.2 ”LMI 标准 问题 


本 节 介 绍 三 类 标准 的 LMI 问题 。MATLAB 的 LMI Toolbox 提供 了 这 三 类 标 
准 问 题 的 求解 器 。 假 定 下 ，G， 是 对 称 的 矩阵 仿 射 函数 ，c 是 一 个 给 定 的 常数 
向 量 。 
(1) 可 行 性 问题 (LMIP): 给 定 LMI F(z) < 0, 检验 是 否 存在 x 使 得 F(x) < 0 
成 立 。 如果 存 在 这 样 的 x, 则 称 该 LMI 可 行 , 否则 该 LMI 不 可 行 。 
(2) 特征 值 问题 (EVP): 在 一 个 LMI 约束 下 , 求解 矩阵 G(z) 的 最 大 特征 值 的 
最 小 化 问题 或 确定 问题 是 否 有 解 。 它 的 一 般 形 式 为 
min 入 
s.t. G(xz) <AI 
H(z) <0 


这 个 问题 也 可 以 转化 为 如 下 的 一 个 等 价 问题 : 
min cTz 
st. F(z)<0 


这 是 LMI Toolbox 特征 值 问 题 求解 器 所 处 理 问题 的 标准 形式 。 

(3) 广义 特征 值 问题 (GEVP): 在 一 个 LMI 约束 下 , 求 两 个 仿 射 矩阵 函数 的 最 
大 广义 特征 值 的 最 小 化 问题 。 

给 定 矩 阵 G 和 已 ,对 标量 和 , 如 果 存在 非 零 向 量 y, 使 得 Gy = AFy, 则 和 为 
和 矩阵 G 和 FF 的 广义 特征 值 。 很 显然 , 当 = 了 时 , 广义 特征 值 退化 为 普通 的 矩阵 
特征 值 问题 。 

如 果 和 矩阵 F 是 正定 的 ， 对 充分 大 的 标量 和 一 定 有 G - MF < 0。 随 着 和 的 减 
小 , 在 某 个 适当 的 值 ，G - AE 将 变 得 奇异 。 因 此 存在 非 零 向 量 y 使 得 Gy = AFy。 
这 样 的 一 个 和 就 是 矩阵 G 和 五 的 广义 特征 值 。 因此 , 矩阵 G 和 FF 的 最 大 广义 特 
征 值 可 以 通过 求解 以 下 的 优化 问题 得 到 : 

min 入 


st.G—AF<O0 
当 和 矩阵 G 季 是 xz 的 一 个 仿 射 函 数 时 , 在 LMI 约束 下 , 求 矩 阵 函 数 G(z) 和 
F(z) 的 最 大 广义 特征 值 的 最 小 化 问题 的 一 般 形式 为 
min 入 
st.G <AF(z) 
F(z)>0 
H(z) <0 
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7.5.3 MI 的 基础 结论 


本 节 给 出 一 些 鲁 棒 控 制 常 用 的 LMI 基本 结论 。 
定理 7.11 设 P, 8, H 是 给 定 的 适当 维 数 的 矩阵 ， 且 五 是 对 称 的 ，Np 和 
No 分 别 是 由 核 空间 ker(P) 和 ker(@) 的 任意 一 组 基 向 量 作为 列 向 量 构成 的 矩阵 ， 
则 存在 矩阵 X 使 得 
五 +PIXIQO+TOQIXP<0 
当 且 仅 当 
NEDNp<0，NOENoe <0 
通过 引入 核 空 间 , 定理 7.11 消去 了 变量 X, 但 并 未 引入 额外 的 保守 性 。 
在 鲁 棒 控 制 中 ， 经 常用 到 如 下 的 S-procedure 来 将 非 凸 约束 问 题 转化 成 LMI 
约束 。 
定理 7.12 对 上 =1,2,..….,N, 设 oi:V 一 RR 是 定义 在 线性 向 量 空间 V 上 
的 实 值 泛 函 ,以 下 两 条 件 等 价 : 
(1) 对 使 得 oj (y) > 0, k= 1,2,.… ,N 的 所 有 yeEV, 有 o0(y) > 0; 
(2) 存在 标量 六 > 0, k = 1,2,.… ,N, 使 得 对 任意 的 ye V 有 


N 
oo0(y) — Tror(y) >0 


无 一 1 
例如 , 存在 P > 0 对 满足 Te 和 nCTCn 的 所 有 上 和 
£] [ATP+PA PB1Te 
<0 
| | BP 0 | 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 标量 + > 0 和 和 矩阵 已 > 0 使 得 
ATP+PA+TCTO PB 
<0 
| BTP | 
显然 , 这 是 一 个 关于 和 抢 阵 P 和 标量 7 的 LMI。 
定理 7.13 设 zeR?, yeR?,D 和 态 是 适当 维 数 的 常数 矩阵 ， 则 对 任意 满 
足 FTF < 了 的 适当 维 数 抢 阵 已 有 


1 
2r'DFEy < er DDTx+ -yr ETEy 
E 


证 明 从 - 
0g (pr 一 Er) (vepms 一 二 FEy) 


1 
一 <szTIDDIz — 27TDF EYy+ YE FFEy 


1 
和 erDDTzr — 2rTDF Ey+ -yt ETEy 
E 
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由 FT 玉 入 7， 整理 可 得 定理 。 口 
定理 7.14 ”对 任意 给 定向 量 > < R?, y € RY， 
max {(zT Fy) :F eR?*, FITF < 1T}= (zTz)(y yy) 


证 阴 根据 Schwarz 不 等 式 可 知 


IzTFyl < VlzTa)(yT FTEY) 


因此 有 
(rT Fy)? < (rTr)(y FT FYy) & (zz)(yTI9) 
男 一 方面 , 如 果 取 
FF -2y 
VzTZV3WyIY 
则 得 


TP TIY _ Tr/ 
即 (zTFy)? 在 FF 处 得 到 上 界 值 (xTx)(yTy)。 定 理 得 证 。 
从 证 明 过 程 可 以 看 出 , 所 构造 的 天 满足 FTF = 了, 因此 定理 7.14 可 进一步 简 
化 为 


max {(z'Fy)? :FP eR? FIF = I)= (zr)(y Ty) 
定理 7.15 设 XX, Y 和 2 是 任意 的 给 定 对 称 和 矩阵 , 满足 X> 0, 且 
(1) 对 任意 非 零 问 量 zx, zTYz < 0; 
(2) 6(z) = (ZITYzZ)2 -4(zTXz)(ZTZz) > 0， 
则 存在 常数 入 < 0 使 得 
MN)=AXX+AMY+Z<0 
定理 7.16 设 X,Y 和 2 是 任意 的 给 定 和 矩阵 , 满足 X > 0, 且 
(1) 对 任意 使 得 z7Zz > 0 的 非 零 向 量 z，zTYz < 0 
(2) 对 任意 非 零 向 量 z，6(z) = (zTYz)2 - 4(zTXz)(czTZzr) > 0， 
则 存在 常数 和 < 0 使 得 


MOAN=XX+AY+2<ESI0 


在 时 滞 系 统 研究 中 ， 经 常用 到 以 下 的 放大 不 等 式 对 交叉 项 放大 来 获取 交叉 项 
的 上 界 : 


一 20TbD SarXa+bixX-b 
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其 中 X 为 对 称 正定 矩阵 。 如 果 X= 7 有 -2aTb < aTa+bTb。 
对 于 适当 维 数 的 矩阵 M 和 对 称 正定 和 矩阵 和 有 
-2(a 十 MD)ID < (a+ Mo) TX(a+ Mb) Fb XD 


整理 得 到 如 下 定理 。 
定理 7.17 对 任意 适当 维 数 的 向 量 a, 5, 对 称 正定 矩阵 X 和 和 矩阵 M， 以 下 
不 等 式 成 立 : 


-20 b< 四 [es Tx DX MED) 四 


该 不 等 式 一 般 称 为 Park 不 等 式 。 
定理 7.18 对 任意 适当 纹 数 的 向 量 a, 5 和 答 阵 N, X,Y, 2, 若 | 


0， 则 以 下 不 等 式 成 立 : 
工 X "| [] 


_9aTNb < ,| 
bp| IyYT_NT 2 


| 
YT 2 一 


证 明 ”由 定理 条 件 可 得 


该 不 等 式 一 般 称 为 Moon 不 等 式 。 可 以 看 出 , 如 果 六 =Y=1,2=X-!, 则 有 
—2aTb < aTXatbTX- -1b。 当 取 N=1,Y=I+XM,2= (MIX+IX-I(XM+7) 
时 ,可 得 Park 不 等 式 。 由 此 可 知 ，Moon 不 等 式 具 有 更 小 的 保守 性 。 


7.6 不 确定 系统 模型 


在 鲁 棱 控制 理论 中 , 不 确定 动态 系统 的 概念 非常 重要 。 为 了 有 效 地 控制 系统 设 
计 , 一 个 复杂 的 动态 系统 必须 用 相对 简单 的 模型 来 表述 ,而 简化 模型 与 实际 对 象 模 
型 之 间 的 差距 成 为 模型 不 确定 性 。 本 节 介绍 常用 的 不 确定 模型 。 

讨论 如 下 的 不 确定 系统 : 


Z(t) = (A+ AA(E))z(E) (7.34) 
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其 中 z(t) 为 状态 向 量 ，4 为 已 知 和 矩阵 ，A4 人 二 为 未 知 矩 阵 ， 表 示 系 统 的 不 确定 
性 。A4 一 般 有 以 下 几 种 形式 。 
1) 秩 1 分 解 型 
A4( = oa 人 (pg 十 az 人 的 人 ga 十 十 om 人 (的 jgm 
其 中 hi, is ( 一 1 2 ;770 ) 是 确定 的 且 具 有 适当 维 数 的 一 维 实 向 量 ， Qi (t) 是 具 
有 Lebesgue 可 测 元 的 有 界 实 标量 函数 , 且 满 足 


lot)| os oi20 i=1,2,...,m 
其 中 Ois (器 = 1,2,.… , 1m) 为 确定 标量 。 
2) 线性 不 确定 模型 


AA(t) 一 Q1 (t)Ai 十 Q2(t) A2 十 …… 十 Qm(t) An, 
其 中 4;, (i = 1,2,… ,m) 是 已 知 的 实 答 阵 ，ai(t) 为 有 界 的 Lebesgue 可 测 的 实 标 
量 函 数 ， 且 满足 


[ai(t)| & ci oi 之 0, i=1,2,.….,m 
其 中 o;, (i = 1,2,… ,m) 为 已 知 的 标量 ,为 了 研究 方便 ， 有 些 文献 中 不 仅 对 o; 的 
幅 值 加 以 约束 , 还 对 其 变化 率 有 所 限制 , 即 


[Gi(t)| < 0; < 1, 0 之 0, 17=1,2,.…,m 


其 中 0;，(i = 1,2,… ,m) 为 确定 的 标量 。 
3) 范 数 有 界 不 确定 模型 
|A4 的 | < a 


其 中 a 为 一 给 定 标 量 。 目前 , 经常 使 用 如 下 更 广泛 的 形式 : 
AA(t)} = DF(t)E 


其 中 D 和 为 具有 适当 维 数 的 实 常数 矩阵 ， 描 述 不 确定 性 进入 标 称 系统 的 方 
式 , F(t) 为 有 界 的 实 矩 阵 函 数 ， 其 元 素 是 Lebesgue 可 测 的 ， 且 满足 


FI(FG) <I 


不 同 的 不 确定 性 表达 形式 之 他 可 以 互相 转化 , 但 一 般 来 说 , 这 种 转换 并 不 是 充 
分 必要 的 。 例如, 线性 不 确定 模型 就 可 以 转化 为 范 数 有 界 不 确定 模型 , 其 中 


D= [oAhi ao 42 7 am4m] 
F(t) = dog {SO I, 守 了 em ] 


E=[I I .… 1 
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很 显然 F(t) 满足 FT(OOEOD < 了 但 前 者 仅仅 是 后 者 的 一 个 子 集 , 这 种 转换 带 有 一 
定 的 保守 性 。 

要 特别 指出 的 是 ， 对 于 范 数 有 界 不 确定 性 ， 如 果 互 伯 满足 FI(t)FT(t) < 
1，F2(t) 满足 而 全 三 的 芝 大 则 对 任意 的 F(t) = oj 中 (tj) 十 asFa(t), Qi 之 0, aa > 
0, oa +as =1,， 有 

天 工作 正人 = (oF(t) + oa Plt) (ou F(t) + oo (t)) 

= oF (PF) + a2F2 (Polt) + ooo( FY (PZ(t) + Fa (t) P(t)) 

< oP (DR) + oF (PPRlt) + ooo( FY (R(t) + Fa (t)F2(t)) 
aa (aa 十 0 (DF (t)} + aa(ai + ea) F2 (t) F(t) 

= QF (F(t) + ooFy (1)F2(t) 

< (a 十 a2)7 


二 了 
因此 , 由 Fr(OFCD < 描述 的 不 确定 参数 集合 是 一 个 凸 集 , 同 时 ,由 (FTCO)T(_R 
(z)) < 了 可知 ,容许 的 不 确定 参数 对 于 原点 是 对 称 的 。 但 对 很 多 系统 来 说 , 不 确定 
参数 并 不 一 定 刚好 满足 以 上 两 个 特征 , 如 果 把 不 确定 参数 嵌入 到 FT(t) 了 F(t) < 了 这 
样 一 个 集合 中 必然 会 带 来 保守 性 。 
范 数 有 界 不 确定 有 时 考虑 以 下 更 具有 普遍 意义 的 线性 分 式 模型 : 
i(t) = Azr(t) + Bw(t) 
q(t) = Cz(t) + Dw(lb) 
w(t) = Alt)glt) 


其 中 4, B,C, DD 为 已 知 的 定常 矩阵 ，A(t) 为 未 知 和 矩阵 且 满足 范 数 有 界 条 件 AT 
(t)A(t) 和 7T。 该 模型 可 以 进一步 写成 如 下 形式 : 


i(t) = (A+ BA(T- DA) 'C)z() 


显然 , 如 果 DD = 0, 线性 分 式 模 型 退化 为 一 般 的 范 数 有 界 不 确定 性 系统 。 
时 域 方法 的 另外 一 种 途径 是 直接 研究 以 下 方程 的 鲁 棒 稳 定性 : 


其 中 4( 为 时 变 未 知 不 确定 参数 , 通常 假定 4 人 为 如 下 两 种 形式 。 
(1) 凸 多 面体 不 确定 性 


一 > Qi (t) Ai 
i=1 
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其 4 (i = 1,2,… ,m) 为 已 知 的 实 矩 阵 , 确定 了 凸 多 面体 的 各 个 顶点 , os(t)(i = 
m) 为 有 界 的 实 标量 函数 , 且 满 足 


De) )=1, oi(t)>0 
(2) 仿 射 参数 模型 


A(t) 一 40 | pl141 | Da242 上 二 pm Am, 


其 中 Ai(i = 0,1,… ,mm) 为 已 知 的 常数 和 矩阵，pil = 1,2,:… ,m) 为 未 知 变量 。 
7.7 注 记 


本 章 内 容 由 文献 1] 的 第 2 章 , 文献 [2] 的 第 1 章 , 文献 [3] 的 第 1 章 , 以 及 文 
献 [4] 的 第 2 章 , 文献 5] 的 第 2 章 , 文献 [6] 的 第 2 章 等 内 容 改 写 。 


7.8 习 题 
1. 证 明 对 于 和 矩阵 4 < 民 ™…*x* 和 向 量 x e R” 有 下 式 成 立 : 


|Azll2 


jolla | 4zla = “内 iz | 一 = GOmax(4) 


14zllz 
,HAzl2 = 一 jb al 
2. 在 4 分析 中 常 要 确定 一 个 对 和 角 和 矩 阵 D 使 得 DED-! < 1, 其 中 是 一 
个 给 定 的 矩阵 的 常数 矩阵 。 试 将 矩阵 D 的 存在 性 问题 等 价 转 换 为 LMI 的 可 行 性 
问题 。 
3. 利用 Kronecker 积 的 性 质证 明 : Lyapunor 方程 


一 omin(A) 


PA+A'P= -0 
有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 
入 i 十 入 天 0 


其 中 Xi (i= 1 2 … ,n) 为 矩阵 4 的 特征 值 ，Q 为 对 称 正定 矩阵 。 
4. 用 求解 Hamiltonian 矩阵 的 方法 求解 Riccati 方程 (7.25) 的 解 ， 其 中 


A 一 1 0 PP_|01 _ -1 0 
-|， | = 中 0=|， | 
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5. 在 鲁 棒 控 制 中 , 常 讨论 如 下 的 区 间 系 统 : 
z(t) = Az(t) 


其 中 4 = (aij)axn, 且 存在 答 阵 A = (a8)nxn 和 Axm = (ao)nxns 对 于 1<ijgn 
满足 or < ol 使 得 


寺 
a SA Sa lSijgn 
试 将 该 区 问答 阵 变换 成 范 数 有 界 不 确定 型 征 多 面体 型 ,转换 前 后 是 否 等 价 ? 
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给 定 一 个 系统 , 如 何 评价 其 性 能 是 好 还 是 十 ? 经 典 控制 理论 提 到 , 典型 二 阶 线 
性 系统 主要 有 最 大 超 调 、 上 升 时 间 、 调节 时 间 等 时 域 指标 , 但 这 些 指 标 对 多 输入 多 
输出 系统 难以 适用 , 特别 是 难以 评价 系统 的 抗 扰动 性 能 。 本 章 介绍 线性 系统 的 一 些 
性 能 指标 , 如 系统 对 不 同 扰动 的 抽 制 性 能 ， 系统 极点 区 域 等 。 


3.1 线性 系统 的 稳定 性 


i(t) = Az(t) (8.1) 
其 中 x(1) E RR" 为 状态 向 量 . 4 e R"*X" 为 已 知 的 定常 逢 阵 。 设 定 Lyapunov 函数 为 
V (x(t) = x (Px(t) (8.2) 
其 中 Pe R"*" 为 正定 对 称 气 阵 , 因此 V(x) 正定 。 把 消 数 V(r(t)) 沿 着 系统 (8.1) 
状态 轨迹 对 时 间 t 求 导 , 得 到 
V(z(t)) = T(t) Pr(t) + rT (Ht) P(t) 
= (Az(t))T Pz(t) + xT (HD P(AZ()) 
= XI(t) (ATP + PA)r(t) 
如 果 存 在 一 个 矩阵 P 使 得 
4IP+P4<0 (8.3) 


则 V(z) 负 定 ， 从 而 保证 了 线性 系统 (8.1) 的 稳定 性 ， 即 线性 系统 (8.1) 是 稳定 的 ， 
如 果 存 在 矩阵 P > 0 满足 LMI (8.3)。 
对 于 离散 系统 
rT(k+1)= Az(k) (8.4) 


类 似 地 ， 可 以 设 定 Lyapunov 函数 为 
V(x(k)) = x (k) Pzr(k) (8.5) 


其 中 Pe Rx" 为 正定 对 称 和 矩阵 , 因此 V(z) 正定 。 对 该 函数 求 前 向 差分 得 
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AV(z(k)) = V(rz(k + 1)) — V(r(k)) 
= 7x (k++1)Pzr(k+1)— V(r(k)) 
= 27!(t)(ATPA— P)z(t) 


如 果 存 在 一 个 矩阵 P 使 得 
4IP4-P<0 (8.6) 


则 AV(z(k)) 负 定 , 从 而 保证 了 线性 系统 (8.4) 的 稳定 性 , 即 线性 系统 (8.4) 是 稳定 
的 , 如 果 存 在 矩阵 P > 0 满足 LMI (8.6)。 


8.2 ”连续 线性 系统 的 增益 指标 


实际 的 工程 系统 不 可 避免 地 要 受到 外 部 干扰 的 影响 。 带 扰动 输入 的 线性 系统 
可 以 描述 为 
it(t) = Az(t) + Bwlt) 


(8.7) 
z(t) = Cz(t) + Dw(t) 


其 中 z(t) € BR” 为 系统 状态 向 量 , w(t) < R? 是 外 部 扰动 输入 ，z(t) € R? 为 感 兴趣 
的 系统 被 调 输出 ，4, B,C, DD 为 已 知 的 定常 矩阵 。 

预先 定义 信号 大 小 的 某 种 度量 size(-), 对 于 某 一 类 外 部 干扰 信号 w(t), 如 果 系 
统 的 增益 


_ Size(z) 


size(w) 
或 等 价 地 


T = sup{size(z) : size(w) < 1} 


很 小 , 则 可 以 认为 系统 抑制 外 部 干扰 能 力 强 , 系统 的 性 能 好 。 很 显然 , 不 同 的 信号 
度量 方式 对 应 着 不 同 的 系统 增益 , 也 对 应 着 不 同 的 系统 性 能 。 下面 给 出 常用 的 几 种 
描述 信号 大 小 的 方法 。 

对 平方 可 积 的 信号 f(t)， 定义 | = (/ |f 012at) 2, 其 中 ||f(2)|| = 
Vf1(t)f(t) 是 向 量 的 Euclidean 范 数 。 这 样 定义 的 | /| 表示 信号 f(t) 的 总 能 量 。 
记 能 量 有 限 信 号 的 全 体 为 Cz， 即 

, 本 2 oo 
£2 = {70:/ OPat < oo) 


ft)ll2 也 称 为 信号 f(t) 的 Za 范 数 。 
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对 于 幅 值 有 限 的 信号 /(t), 定义 |7(Dl= = sapi>ol7(o， 其 中 |7(O 为 信号 
f(t) 的 Euclidean 范 数 。 当 f(t) 是 标量 信号 时 ,| 7(5~ 等 于 f(t) 的 峰值 。 同 样 可 
以 将 所 有 幅 值 有 限 的 信号 定义 为 集合 C， 即 


Ce = {fF :ND < %} 


f(D 也 称 为 信号 jb 的 Lo 范 数 。 
利用 以 上 定义 的 度量 信号 大 小 的 范 数 , 可 以 定义 系统 (8.7) 的 一 些 性 能 指标 : 
(1) IE (impulse-to-energy) 增益 
re= sup el 


w(t)=wod(t). 
lwollg1 


(2) EP (energy-to-peak) 增益 


Tep = sup ||zll>e 
lwllag1 


(3) EE (energy-to-energy) 增益 
Toe 一 


sup ||zll2 
lwll2g1 
(4) PP (peak-to-peak) 增益 
Tpp = SUP zl 


wlle < 


8.2.1 ”线性 系统 的 Pie 性 能 


如 果 考 虑 系统 (8.7) 对 脉冲 干扰 输入 的 抑制 性 能 ,我 们 有 如 下 定理 。 
定理 8.1 ”如果 系统 (8.7) 是 严格 真 ( 即 D = 0) 和 渐 近 稳定 的 ， 则 i。= 
| BTYBIIV2,， Y 为 Lyapunov 方程 


Y4+4IY+CIC =0 (8.8) 


的 解 。 等 价 地 ， Tie 也 可 以 由 式 (8.9) 得 到 


Te = inf {1BTPBN?: PA+ ATP+COTC <0) (8.9) 
证 明 ”系统 (8.7) 在 零 初始 条 件 与 脉冲 输入 w(t) = wod(t) 下 的 状态 轨迹 为 
x(t) = f DBslr ar = eAt Boo 


0 


系统 输出 为 z(t) = Ce%tBwo, 其 £2 范 数 为 
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| z 人 | = / wl BTeA tOTCeAt Bwodt = wd BTY Bwo 
0 


其中 Y= / ”eA™CTCeAtqt 为 系统 的 能 观 Gramian。 由 于 系统 是 渐 近 稳定 的 , 故 
0 
秆 阵 Y 存在 , 且 满 足 Lyapunov 方程 (8.8)。 进一步 , 由 算 阵 范 数 的 性 质 可 知 , 对 任 
意 满足 jwol| < 1 的 wo， 
lz < lB TY Bw wo < BTYBI 

因此 IL。 < BTY BI12。 

另 一 方面 , 如 果 取 wo 为 矩阵 BTYB 最 大 特征 值 所 对 应 的 单位 特征 向 量 , 则 

I? > wi BYBwo= BTYBI 

综合 以 上 结果 , 可 得 站。= ||BTY BI|12。 

将 (8.9) 中 的 Lyapunov 不 等 式 和 Lyapunoy 方程 (8.8) 相 减 , 并 记 R= PY， 
得 

RA+ ATR<0 (8.10) 

由 和 矩阵 的 渐 近 稳定 性 可 知 R > 0, 故而 P > Y > 0。 因此 对 (8.9) 中 的 Lyapunov 不 
等 式 的 解 P, < 上 BTPBI/2。 

进而 , 由 LMI (8.10) 可 知 , 对 任意 给 定 的 = > 0 和 Lyapunov 方程 (8.8) 的 解 
Y, 存在 一 个 满足 (8.9) 中 矩阵 不 等 式 的 矩阵 户 使 得 |P-Yll < s。 口 

根据 定理 8.1, 如 果 以 下 的 优化 问题 : 


min 
P>0 了 


stP4+4IP+CIC<0 
BPB <& YI 
有 一 个 最 优 解 YY ， 则 I。 一 VY。 这 是 一 个 带 LMI 约束 和 线性 目标 函数 的 凸 优化 
问题 , 可 以 使 用 LMI 工具 箱 中 的 mincx 求解 器 来 求 取 全 局 最 优 解 。 
如 果 系统 (8.7) 含有 控制 输入 , 可 以 描述 为 

L(t) = Azr(t) + Bw(t) + Buu(t) 

z(t) = Cz(t) + Dw(t) + Duult) 
其 中 wb € Rm 为 控制 输入 ，B,，D 为 已 知 的 输入 矩阵 。 对 于 给 定 的 y > 0, 可 以 
设计 一 个 状态 反馈 控制 器 w(t) = Kz(t) 使 闭环 系统 

Z(t) = (A+ BuK)z(t) + Bw(t) 

z(t) = (C+ DuK)z(t) + Dwlt) 


(8.11) 


(8.12) 
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是 渐 近 稳定 的 , 且 满 足 二。< >。 在 Lyapunov 不 等 式 (8.9) 的 两 边 分 别 乘 以 P-L， 
定义 @ = P-! 和 YY = kQ， 则 闭环 Li。 优化 问题 可 以 归结 为 以 下 的 优化 问题 : 


min 7Y 
P>0.Y 
i QOCT +YTDT -0 
CQ@+ DuY 一 了 
-7yT BT 
le 
B -QW 


如 果 该 最 优 解 y* 存在 , 则 下 = V3， 状态 反馈 控制 器 为 u(t) = YQ-iz(t)。 
8.2.2 ”线性 系统 的 五 性 能 
传递 函数 矩阵 G(s) = C(sT 一 4)-1B 十 D 的 Hz 范 数 定义 为 


00 1/2 
jces)la = wace( 去 / co)Gntiojdw】 (8.13) 


或 者 等 价 地 
G(s)la = tace (去 [ GG)GOw)de ) 
其 中 GH(jw) 表示 G(iw) 的 共 轿 转 置 。trace(:) 表示 矩阵 的 迹 。 
如 果 系 统 的 干扰 输入 为 
w(t) 一 ci 
其 中 e; 为 空间 有 ”中 标准 基 的 第 ， 个 基 向 量 , i = 1,2,… ,9， 则 对 应 于 输入 w 和 
初始 条 件 z(0) = 0 的 系统 输出 zi 为 
Ce4tBei，t>0 
z(t) = 4 Dei6(t), +=0 
0， t<0 
由 于 系统 是 稳定 的 , 所 以 当 D = 0 时 , 对 于 所 有 的 i, 输出 zi 都 是 平方 可 积 的 , 且 


gq oo 
>》 2 一 trace / BTe4 CTCe4tBdt 
i=l 0 : 


=trace / Ce4iBBTe4tCTdt 
0 
1 


一 ee | G(iw)G (jw)dw 


在 该 等 式 中 , 我 们 应 用 了 Parseval 引 理 。 可 以 看 出 G(s) 的 #2 范 数 的 平方 等 于 系 
统 脉冲 响应 的 总 输出 能 量 。 由 此 给 出 系统 厂 。 范 数 的 求解 方法 如 下 。 定 义 矩 阵 
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大 一 / eAtBBTeA tdt 
0 
Y= 上 ertCTCeatdi 
0 
可 以 看 出 , 矩阵 多 是 系统 的 能 控 Gramian 矩阵 , Y 是 系统 的 能 观 Gramian 和 矩阵， 
分 别 满足 如 下 的 Lyapunov 方程 : 
4X+X4LI+BBT=0 
Y4+4IY+CIC=0 


G(s)N2 = trace(CXCT) = trace(BTYB) 


因此 , 对 于 系统 的 2 范 数 , 我们 有 如 下 定理 。 
定理 8.2 ”假定 系统 (8.7) 是 渐 近 稳定 的 , 则 
(1) 1G(sjl。< eco 当 且 仅 当 D = 0; 
(2) 如 果 D = 0, 则 以 下 结论 是 等 价 的 : 

() 1G(s)lla < 7; 

(i) 存在 对 称 正定 矩阵 X 使 得 


4X 二 X4T+BBTI<0，trace(CXCT)< 7 
(ii) 存在 对 称 正定 矩阵 了 使 得 
ATY+YA+CC<0, trace(BT'YB)<Y 


由 此 可 知 , 可 以 使 用 LMI 工具 箱 中 的 fcasp 函数 来 检验 系统 是 否 满足 给 定 的 
Hz 范 数 约束 条 件 , 进一步 , 可 以 使 用 mincx 求解 器 来 计算 系统 传递 函数 的 8 范 
数 最 小 上 界 。 

同样 ， 如 果 系 统 含有 控制 输入 ， 如 (8.11) 所 示 ， 则 可 以 设计 状态 反馈 控制 器 
u(t) = Kz(t)。 不 失 一 般 性 , 假设 D = 0，D。 = 0, 如 果 存 在 正定 对 称 和 矩阵 X 和 抱 
阵 满足 

4X 上 +BY+X4T+YTBT+BBTIT<0，trace(CXCT)< 7 (8.14) 

则 可 以 构造 状态 反馈 控制 器 u(t) = YX-iz(t) 使 得 闭环 系统 的 2 范 数 小 于 7y。 
8.2.3 ”线性 系统 的 卫 。。 性 能 

对 于 线性 系统 的 T。 增益 ， 有 如 下 定理 。 
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定理 8.3 ”考虑 线性 系统 (8.7)。 对 于 给 定常 数 y > 0, 系统 渐 近 稳定 且 [ee。 < 7， 
如 果 存 在 正定 对 称 矩 阵 P 满足 


ATP+PA PB CT 
BTP -yx DT |<0 (8.15) 
人 D 一 ?了 


证 明 ”由 式 (8.15) 可 知 4TP+PA < 0, 从 而 系统 是 渐 近 稳定 的 , 且 V(x(t)) = 
x1T(t)Pz(t) 是 系统 的 一 个 Lyapunov 函数 。 


4TP+P4 PB 1 fTCT 
| BTP | ;pro ?1<0 
考虑 性 能 指标 
= (L100 -el ) et (8.16) 


考虑 到 系统 的 零 初 始 条 件 和 渐 近 稳定 性 , 有 V(x(0)) > 0, V(xz(o0)) = 0, 因此 
J(w) = [ (S70): _ rroog ) dt 
< 人 (sz 的 一 roro0】 dt+ V(rz(%)) ~ V(x(0)) 


( 
- / ($27 yw Tho(t) + V(t) ) dt 
-0 Glo ool me 7) 


由 此 可 知 J < 0, 即 
212 < yl (8.17) 


因此 Tee < Yo 
考虑 系统 (8.7)， 传 递 函数 为 G(s) = C(sT 一 A)-1B + 的 Hs 范 数 定义 为 


1c(tsjl> = Sup Omax(GUw)) 


即 系统 频率 响应 矩阵 的 最 大 奇异 值 的 峰值 。 可 以 证 明 , 时 域 增益 Ts。 正好 等 于 传递 
函数 G(s) 的 瓦 。 范 数 , 即 
Tee = ||G(s) ~ (8.18) 
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如 果 系 统 含有 控制 输入 , 如 (8.11) 所 示 , 同样 可 以 设计 状态 反馈 控制 器 u(t) = 
Kz(t) 形成 闭环 系统 (8.12)。 在 (8.15) 的 左右 均 乘 以 diag{ P71, 了 ,7 了, 代入 w(t) = 
Kz(t) 并 定义 P- XX,，KX 二 Y, 这 时 , 有 如 下 的 控制 器 设计 算法 : 如 果 存 在 正 
定 对 称 矩 阵 X 和 和 矩阵 Y 满足 

AX+BY+XAT+YTB! 万 (CX+DY)T 
BT —~I DT <0 
CX+DuY D 一 了 


则 可 以 构造 状态 反馈 控制 器 v( =YX-iz(b 使 得 闭环 系统 渐 近 稳定 且 [6。 < y。 


8.3 ”离散 线性 系统 的 增益 指标 
考虑 离散 时 间 线 性 系统 


(8.19) 


其 中 z(k) < R” 为 系统 的 状态 向 量 , w(k) € R? 为 系统 的 外 部 扰动 输入 ,， z(k) < R4 
是 系统 被 调 输 出 。 
类 似 于 连续 线性 系统 , 平方 和 有 限 信 号 f(k) 的 大 小 可 以 用 L2 范 数 来 度量 


MOp= (二 OP) 
k=0 


幅 值 有 限 信号 f 的 大 小 可 以 用 Ze 范 数 来 度量 


/2 


| /> = sup| 7 


用 以 上 范 数 定义 来 衡量 信号 大 小 , 可 以 定义 离散 时 间 系 统 的 性 能 指标 如 下 。 
( 下 (impulse-to-energy) 增益 


llwollg1 
(2) EP (energy-to-peak) 增益 


4ep = sup zl 
jelasa 


(3) EE (energy-to-energy) 增益 


. 130 . 第 8 章 线性 系统 性 能 分 析 


Ace = sup | zl 
lwlla 和 l 


(4) PP (peak-to-peak) 增益 
/pp = SUp | zj 
llwilo &1 
8.3.1 ”离散 系统 的 4ie 性 能 


定理 8.4 ” 若 系 统 (8.19) 是 渐 近 稳定 的 ， 则 系统 的 IE 增益 Ai. = BTPB+ 
DTDI1/E2, 其 中 P 为 矩阵 方程 


4TP4- 忆 = -CTIC (8.20) 
的 解 。4ie。 也 可 以 由 式 (8.21) 得 到 
he = apt {187QB +DTDI2 :4TO4-Q< -CrC} (8.21) 
证 明 ”由 线性 系统 理论 可 知 , 系统 (8.19) 的 状态 z(k) 为 
太一 | 
x(k) = Arz(0) + > 41Bw( 
i=0 
在 零 初始 条 件 下 脉冲 扰动 w(k) = wo6(k) 系统 输出 是 
Dwo, 天 二 0 
-2 
CA Bwo, 无 之 1 


该 输出 信号 的 La 范 数 为 


DO 
z|2 = wt DT Dwo+ wl BT(AT)-IOTOAN-! Bwo 
2 0 0 
k= 二 1 
= wi (BTPB + DTD)wo 


其 中 P = 5 (4T)*CTCA*， 由 于 系统 (8.19) 是 渐 近 稳定 的 , 故 P 存在 ， 且 满足 


i=0 
Lyapunov 方程 (8.20)。 
进一步 ， 由 和 矩阵 范 数 和 性 质 可 知 , 对 任意 满足 jwoll < 1 的 wo 


zB < BTPB+ DT DI < BTPB + DT™DI 


因此 h;。 < BTPB + DTDIA2 
男 一 方面 , 如 果 取 wo 为 对 应 矩阵 BTPB + DTD 最 大 特征 值 的 单位 特征 向 量 ， 
则 
>wi(BTPB+ DITD)wo =|BTPB+ DTDI 


1e 
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综合 以 上 结果 , 可 得 站。= 上 BTY B12。 类似, 可 以 证 明 (8.21) 


由 此 , 可 以 建立 如 下 的 优化 问题 : 
人 
st.4IP4-P+CIC<0 
BI'PB-+D'DS7I 
如 果 该 优化 问题 存在 最 优 解 y*, 则 4eo = Vv 产 。 该 优化 问题 是 一 个 带 LMI 约束 的 
线性 目标 函数 凸 优化 问题 , 可 以 使 用 LMI 工具 箱 中 mincx 来 求解 。 
8.3.2 ”离散 系统 的 Aep 性 能 


定理 8.5 ”系统 (8.19) 是 渐 近 稳定 的 , 且 满 足 4e。< y， 如 果 存 在 正定 对 称 朱 


阵 P 满足 
-P 0 ATP CT 


0 -37T BIP DT 
PA PB -P 0 
C D 0 一 ?了 
证 明 ”由 LMI (8.22) 可 知 -P+ 4TP4 < 0,， 从 而 系统 (8.19) 是 渐 近 稳定 的 ， 


<0 (8.22) 


且 
V(z(k)) = x (k) Pzr(k) (8.23) 
是 其 Lyapunov 函数 。 考 虑 性 能 指标 
2 1 2 2 
1 = (el -0 站) (8.24) 
利用 零 初始 条 件 的 性 质 可 知 
1 ， 
J(w) > (sl oll) 
-VV GEal 2_ yl) + AV(z(h) V(x(00)) 
k=0 
(0] (IP ol,1 T T z( 朋 
< (Cb slc DC DA 可 [| 
(8.25) 


由 Schur 补 引 理 可 知 ，(8.22) 等 价 于 


P 0 1 T T 
-| | +tlc DJ'IC DJ+[A4A BTPI4 BJ<0 (8.26) 
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从 而 J<0。 . 口 
由 此 可 以 建立 如 下 优化 问题 : 
P20 (8.27) 
s.t. (8.22) 


如 果 该 优化 问题 有 最 优 解 yY*, 则 4 = Y*。 
8.3.3 ”离散 系统 的 App 性 能 


定义 3 为 系统 (8.19) 的 状态 在 单位 峰值 干扰 下 从 原点 出 发 在 有 限时 间 内 能 
到 达 状 态 的 集合 , 则 4pp = ess supz(pyes, Czx(k) + Dw(k)|。 集合 5; 称 为 是 非 逃 逸 
集 , 如 果 (1) 5; 包含 原点 ; (2) z(0) € Si， 则 对 任意 的 上 > 0, 都 有 z(k) € Si。 很 显 
然 , 可 达 集 可 看 作为 非 逃 选集 的 一 个 子 集 , 任意 的 非 逃 锡 集 都 包含 一 个 可 达 集 ,， 因 
此 给 出 了 hpp 的 一 个 上 界 。 这 种 用 非 逃 逸 集 来 逼近 可 达 集 而 得 到 的 最 紧 上 界 , 称 为 
* 范 数 。 即 由 于 非 逃 锡 集 5; 包含 系统 (8.19) 的 可 达 集 S、 从 而 给 出 了 该 系统 Ze 
增益 的 上 界 


hpp = sup |Cz(k) + Daw(A) < ax cz(O+ Do 
rT(k)ES T(E 


而 进一步 优化 的 4pp 是 优化 其 上 界 得 到 的 最 紧 上 界 ， 记 为 


NHI = inf os Cz(k) + Daw (AR) 


定理 8.6 ”考虑 离散 线性 系统 (8.19)。 椭圆 5; = {z(k) € R" : zT(k)Pz(k) < 1} 
为 该 系统 的 一 个 非 逃 逸 集 ， 当 且 仅 当 存在 对 称 正定 矩阵 P 和 和 标量， a 之 0 满足 如 下 


的 矩阵 不 等 式 ; 
-PioaP 0 A | 
<0 


0 -al BTP 
PA PB. -P | 
证 明 ”我 们 分 别 证 明 其 充分 性 和 必要 性 。 
充分 性 证 明 。 假 定 存在 一 个 标量 a > 0 满足 式 (8.28)。 首 先 , 我 们 定义 泛 函 
V(x(k)) = zxT(k)Pz(k) 并 证 明 对 于 任意 满足 lwll- 和 1 的 干扰 输入 w(k) 和 状态 
ZT(KjPz(k) 之 1，V(x(R)) 的 前 向 差分 满足 AV(z(k)) < 0。 由 Schur 补 引 理 和 式 
(8.28) 可 知 


(8.28) 


p(T(k), wk) = 7 (kATPA— Pr(k) + 27T(k)ATPB,w(k) 
+ wl (kBIPB,w(k) 
Sa(w (kw(k) — x (kK)Pz(k)) 
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因而 V(z(k)) 的 前 向 差分 满足 
AV(z(k)) = 72 (k++1)Pr(k+1)— 7x (k) Pr(k) 
< a(w (kw(k) 一 2ZT(E)Pz(R)) 
<0 


现在 证 明 , 任意 进入 椭圆 5; 的 状态 z(k) < 5; 将 停留 在 5; 中 。 采 用 反 证 法 ， 
假设 存在 一 个 状态 z(X) € 5;, 但 z(k 十 1) 4 5S;， 则 由 式 (8.28) 可 知 


are | [A 
一 也 
< | 
进一步 有 
(1 — a)zT (kK)Pr(k) + ow (kw(k)> 1 
因而 


这 与 题 设 相 矛盾 。 所 以 任意 的 进入 椭圆 5; 的 状态 向 量 将 停留 在 该 椭圆 内 。 

必要 性 证 明 。 容 易 验 证 5; = {zx(k) € R” : zxT(k)Pzx(k) < 1} 为 非 逃 逸 集 ， 则 对 
任意 满足 wT(k)w(k) < xT(k)Pz(K) 的 z(k), w(k) 都 有 不 等 式 yw(z(k),w(k)) < 0 成 
立 。 采用 反 证 法 , 假设 该 条 件 不 成 立 ， 则 一 定 存在 zo 和 wo 使 得 wifwo < zjd Pxo 
但 w(xo,wo) > 0。 由 此 可 以 推断 zo 关 0, 否则 有 zj Pzo = 0, 进而 wo = 0, 进而 
wp(zo,wo) = 0。 而 由 zo 关 0 可 以 推断 zf Pzo > 0 并 可 以 定义 如 下 回 量 : 


Z0 LU 二 wo 
Vid Pro : Vz Pro 
容易 验证 z1 和 wi 满足 re Si, yz1,w1) > 0 和 wfwl < xTPx1。 考虑 如 下 系统 : 


£1 二 


T(Ek+1)= Ar(k)+ Buwi, 7(0)=21 


则 容易 得 V(x(0)) = 1, AV(x(0)) > 0, 因此 可 以 推出 V(x(1)) > 1, 所 以 zx(1) ¢ 5;， 
即 5; 是 可 渴 逸 的 , 这 与 题 设 相 刘 盾 。 

很 显然 ， 该 定理 对 于 P = 0 也 成 立 。 如 果 PP 关 0， 必 定 存 在 zz 和 wo 满足 
wiwz < zJPza, 运用 S-procedure, 存在 a > 0, 使 得 (xz(k),w(k)) < a(w i(k)w(k)— 
ZT(k)Pz(k))， 这 与 式 (8.28) 等 价 。 
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定理 8.7 给 定 标 量 Y > 0, 离散 线性 系统 (8.19) 是 稳定 的 , 且 六 pp < 7， 当 且 
仅 当 存 在 对 称 正 定 矩 阵 已 , 标量 a > 0 和 c > 0 满足 矩阵 不 等 式 (8.28) 和 (8.29) 


—oP 0 CT 
0 -(yY—o)rl DS (8.29) 
C D, 一 了 


证 明 “如 果 存 在 对 称 正 定 矩 阵 P 和 标量 a > 0 满足 式 (8.28)， 则 椭圆 5; = 
{z(k) € R" : zxT(k)Pz(k) < 1} 是 一 个 非 逃逸 集 。 同 时 , 由 Schur 补 引 理 和 式 (8.28) 
可 得 4TPA -P<0, 所 以 系统 (8.19) 在 w(k) = 0 时 是 渐 近 稳定 的 。 

为 了 符号 描述 方便 , 引入 变量 

v= max ICz(k) + Dw (Kk) 
Ep 
和 
U = {7y:3o€E RR 满足 (3.28)} 
我 们 只 要 证 明 u= inf U。 
注意 到 zT(k)Pzx(k) < 1 和 wT(k)w(k) < 1， 则 由 Schur 补 引 理 


|z(R)I? = Cz(k) + Dow (Ak) 


) 
-ET 下] 办 


可 el 


= ox! (kK)Pr(k) 二 (2 — ow (Kk)w(k) 


T 


Ee 
— 


( 
got+(y —o) 


= 


因而 |z(k) < 7， 或 uw<7。 可 以 证 明 , w 也 是 上 U 的 最 紧 上 界 。 


8.4 线性 系统 的 区 域 极 点 配置 


极点 配置 是 控制 系统 分 析 与 综合 的 基本 问题 。 最 初 的 极点 配置 问题 考虑 的 是 
精确 极点 配置 , 即将 闭环 系统 的 极点 配置 在 复 平面 事先 给 定 的 位 置 上 。 但 是 , 由 于 
模型 的 不 确定 性 和 各 种 扰动 的 存在 , 使 得 精确 极点 配置 难以 真正 实现 。 一 种 折衷 的 
办 法 是 将 闭环 系统 的 极点 配置 在 复 平面 上 的 适当 区 域内 ,从 而 保证 系统 既定 的 动 、 
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静态 性 能 。 对 于 控制 系统 设计 而 言 , 感 兴趣 的 区 域 有 : 保证 连续 系统 的 状态 响应 有 
衰减 度 a 的 半 平 面 D\ = {s EC : Re(s) < -oj}、 保 证 离散 系统 性 能 指标 的 圆 盘 区 
域 、 条 状 区 域 、 扇 形 区 域 等 。 本 节 介绍 一 类 可 以 用 LMI 刻画 的 区 域 ， 称 为 LMI 区 
域 。 可 以 证 明 , 矩阵 的 特征 值 位 于 这 样 一 个 LMI 区 域 的 充分 必要 条 件 可 以 用 一 系 
列 的 LMI 来 表达 ， 从 而 通过 求解 LMI 的 可 行 性 问题 就 可 以 求解 极点 的 分 析 与 综 
合 问 题 。 
8.4.1 ” 复 平 面 区域 的 LMI 找 述 
定义 8.1 ”对 复 平面 区 域 的 区 域 D, 如 果 存 在 对 称 和 矩阵 L 和 甜 阵 M 使 得 

D= {seEC:L+sM+5M! <0} (8.30) 

则 称 D 为 LMI 区 域 。 矩阵 值 函数 
fp=L+sM+s5MT 

称 为 LMI 区 域 D 的 特征 函数 。 

由 定义 可 知 ， 复 平面 上 的 一 个 LMI 区 域 就 是 以 某 个 以 s 和 5 为 变量 的 LMI 
的 可 行 域 。 进而 , 对 于 任意 的 s < D, fp(5) = fp(s) < 0, 故而 5€ D。 因 此, LMI 
区 域 关 于 复 平面 上 的 实 轴 是 对 称 的 。 

现 针对 上 述 四 种 典型 区 域 , 讨论 复 平面 区 域 的 LMI 描述 方法 。 

连续 系统 具有 指定 衰减 度 的 区 域 D、= {s EC : Re(s) < -a} 是 一 个 LMI 区 
域 , 如 图 8.1 所 示 , 特征 函数 为 


fp, =2a+s+s 


如 图 8.2 所 示 的 复 平面 上 半径 为 +， 中心 在 (-9,0) 的 圆 盘 D(r, q) 也 是 LMI 
区 域 。 该 区 域 可 表示 为 


| 


图 8.1 区 域 D、 图 8.2 区 域 D(r, gq) 
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D(r,q)={sEC:(s+q)(s+9)—r <0} 
由 7 >0 可 以 推出 (s+q)(3+9) 一 r”? <0 等 价 于 


一 亿 十 5 
i 
gq 


十 3 一 7 
从 而 和 矩阵 值 函数 为 
一 六 g++s —r 4g | 0 1 _ [0 1 T 
Pool， ,|-|, + + 
特别 地 , 当 g = 0,r = 1 时 可 得 中 心 在 原点 的 单位 圆 盘 也 是 一 个 LMI 区 域 ， 


oo 人 下 了 
如 图 8.3 所 示 的 扇形 区 域 D。。 的 约束 条 件 为 
容易 验证 De。 是 一 个 LMI 区 域 , 特征 函数 为 


f | | | 人 
De ?|cos0 sing ”Leosg sing 


如 图 8.4 所 示 的 条 形 区 域 D,, = {s EC :hi < Re(s) < hz} 是 一 个 LMI 区 域 ， 


Im Im 


Re 


图 8.3 区 域 D。。 图 8.4 区 域 D,， 


1 的 0 EE 国 WE | 
2 0 -2pl “lo 1| “lo 


对 给 定 的 两 个 LMI 区 域 D, 和 Pa， 如 果 它 们 的 特征 函数 分 别 是 fp: 和 fps， 
利用 集合 运算 的 性 质 可 知 ， 这 两 个 区 域 的 交集 D = Di mn Dz 也 是 一 个 LMI 区 域 ， 
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且 特 征 函数 为 

jp = diag{fp,, fp,} 
进一步 , 任意 多 个 LMI 区 域 的 交集 也 是 一 个 LMI 区 域 , 由 这 一 性 质 可 以 得 到 一 些 
更 为 复杂 的 LMI 区 域 。 由 于 任意 一 个 凸 区 域 都 可 以 用 一 个 凸 多 边 形 来 近似 ， 而 且 
这 样 的 近似 可 以 达到 任意 需要 的 精度 。 因 此 , 对 于 控制 系统 感 兴 趣 的 区 域 ( 实 系统 
的 极点 总 是 以 共生 的 形式 出 现 ， 因 此 控制 系统 出 现 的 凸 区 域 都 是 关于 实 轴 对 称 )， 
总 可 以 找到 一 个 LMI 区 域 来 近似 , 而 且 这 种 近似 可 以 达到 任意 精度 。 


8.4.2 ”区 域 极点 分 布 的 LMI 描述 


定义 8.2 ”对 复 平面 中 给 定 的 LMI 区 域 D 和 和 矩阵 4， 如 果 和 矩阵 4 所 有 的 特 
征 值 都 位 于 区 域 D 内 , 即 o(4) c D, 其 中 o(4) = {A EC:det(XT -4)=0}, 则 
矩阵 4 称 为 D 稳定 的 。 
本 节 讨 论 矩 阵 4 是 否 D 稳定 的 判别 准则 。 
首先 给 出 如 下 引 理 。 
引 理 8.1 “ 埃 尔 米 特 矩阵 X 的 实 部 Re(X) 是 一 个 对 称 正定 矩阵 。 
证 明 从 X=Re(X)+jIm(X) 和 闫 = XT 可 得 
Re(X) +jIm(X) = (Re(X))” —j(Im(X))” 
因此 ,Re(X) = (Re(X))T, Im(X) = 一 (Im(X))T, 即 Re(X) 是 对 称 的 , Im(X) 是 反 
对 称 的 。 
对 任意 适当 维 数 的 非 零 向 量 w, 由 Im(X) 的 反对 称 性 可 知 vTIm(X)v = 0, 由 
此 可 知 wTXwv = v7TRe(X)v; 由 矩阵 的 正定 性 可 知 vTRe(X)v > 0, 故而 Re(X) 对 
称 正定 。 
定理 8.8 ”给 定 由 (8.30) 描述 的 LMI 区 域 D, 矩阵 4 e 了 "xn 是 D 稳定 的 
充分 必要 条 件 是 存在 对 称 正定 矩阵 X 使 得 
MDp(4.X) = 工 因 XTMG@4X)TAMTQ@O4X)T <0 (8.31) 
证 明 ”在 此 , 仅 证 明 充分 性 。 
假设 存在 矩阵 X 满足 (8.31)。 设 和 是 4 的 特征 值 , ve C" 是 使 得 vH4 = AwvH 
的 非 零 向 量 。 应 用 和 矩阵 Kronecker 乘积 的 性 质 可 知 
(IT® vo) MDp(A, XI ® v) 
=(IT®L@X+MOG(AX)+ MT ® (AX)T)(I ®v) 
—L® (vw Xv) + MB (vAXv) + MT @ (vAX)TY) 
=v Xv(L + AM 十 和 AM) 
=vr Xvfp(X) 
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由 Mp(4,X)<0 和 义 >0 可 以 推出 fp(X) <0, 即 和 Ae D。 由 入 eo(4) 的 任意 性 
可 知 , 矩阵 4 是 DD 稳定 的 。 

对 于 左 半 开 复 平面 , 其 特征 函数 是 fp = s-+5, 其 Mp(4,X)=18(XA)+1@ 
(4ITX)=X4+4IX， 根据 定理 8.8, 甜 阵 4 的 所 有 特征 值 均 在 左 半 开 复 平面 的 充 
分 必要 条 件 是 存在 对 称 正定 矩阵 X 使 得 


AX+XAT'<O 


这 正 是 连续 系统 的 Lyapunov 不 等 式 。 
对 于 矩阵 4 的 所 有 特征 值 均 在 半径 为 7, 半径 为 (-g,0) 的 圆 盘 中 的 充分 必要 
条 件 是 存在 对 称 正定 矩阵 区, 使 得 
—7X gqX+AX 
We —rX | <0 


特别 的 , 矩阵 4 的 特征 值 均 在 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 中 的 充分 必要 条 件 是 存在 对 
称 正定 矩阵 X 使 得 


_X | 
0 
oe -xX 


该 式 进一步 等 价 于 
人 AXAT—X<0 


用 >0 
这 正 是 离散 系统 的 Lyapunov 不 等 式 。 
推论 8.1 ”如果 给 定 两 个 LMI 区 域 D, 和 D;, 矩阵 4 同时 是 Di 稳定 和 DD。 
稳定 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 对 称 正定 矩阵 X 满足 
: Im 


Mp,(A,X) <0, Mp,(A,X)<0 


例如 ， 在 连续 二 阶 系统 中 ， 具 
有 极点 和 = cw 土 jwa 的 阶 跃 响应 
可 以 由 自然 震荡 频率 w = |A|, 阻 
尼 比 5 和 阻尼 自然 频率 wu 确定 , 因 
此 可 以 通过 将 入 确定 在 复 平面 适当 
的 区 域内 来 保证 二 阶 系统 所 期 望 的 
过 渡 过 程 特性 。 例 如 考虑 如 图 8.5 
所 示 的 D(a,7,0), 这 样 的 一 个 区 域 
可 以 用 
D(a,r,0) = {z+jy EC:zr < -alrtjy| <r,rtang < —|yl} 


图 8.5 区 域 D(a,7,90) 
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来 刻画 , 其 中 a > 0, r, 9 是 给 定 的 参数 。 将 系统 极点 配置 在 D(a,7,0) 内 , 就 可 以 
保证 系统 具有 最 小 衰减 度 a, 最 小 阻尼 比 ¢ 和 最 大 自然 频率 w, = rsin 06, 这 将 进 
一 步 保 证 系统 的 一 些 指标 , 诸如 最 大 超 调 、 衰 减 时 间 、 调 节 时 间 、 上 升 时 间 等 过 渡 
过 程 指标 不 超过 由 5 和 w。 决定 的 上 界 。 由 推论 8.1 可 知 , 矩阵 4 的 特征 值 均 位 
于 区 域 P(a,rb) 的 充分 必要 条 件 是 存在 对 称 正 定 矩阵 X 使 得 


AX+XAT -2AX<0 


—rX AX 
<0 
| XAT | 


i Ce 
< 
(XAT— AX)cos0 (AX+ XAT)sing 


以 下 定理 给 出 了 状态 反馈 控制 器 设计 算法 。 
定理 8.9 ”给 定 由 (8.30) 描述 的 LMI 区 域 Dp, 矩阵 4+ BK 是 D 稳定 的 充 
分 必要 条 件 是 存在 对 称 正定 矩阵 Xx, 矩阵 Y 满足 以 下 LMI: 


Mp(A,X)=L®X+MSB(AX+BY)+- MTGE(AX+BY)T <0 (8.32) 
如 果 该 LMI 有 可 行 解 , 则 可 以 构造 状态 反馈 控制 器 为 


ut) = YX z(t) 


证 明 在 (8.31) 中 用 4 十 BF 代替 4, 并 引入 了 = KX 即 可 得 (8.32)。 口 
8.4.3 ” 复 平 面 区域 的 QMI 描述 


QMI 区 域 是 比 LMI 区 域 更 一 般 的 复 平面 区 域 , 本 节 介 绍 QMI 区 域 的 基本 概 
念 与 性 质 。 
定义 8.3” 复 平面 上 满足 
fpo(s) 三 Ril 十 Ri28 十 Rl,s + R22s5 <0 
的 点 s 的 集合 称 为 QMI 区 域 , 即 
Domi1 一 {8 EC: Riit+t Ri2st+ RES+ P2285 < 0} (8.33) 
其 中 Pi € RiX4，Ri2 € R4X4，Ro2 € 民 4X4，R11，Rz2 为 对 称 算 阵 ，Rzo = LLT 是 
Ri Ri 
半 正定 矩阵 ,d 为 Dowt 的 秩 。 | 1 | 为 Row 的 矩阵 。 
RE R22 


可 以 看 出 ，Dom! 是 关于 实 轴 对 称 的 凸 区 域 。 如果 取 R2s = 0, 则 QMI 区 域 变 
成 普通 的 LMI 区 域 , 因此 ,LMI 区 域 是 QMI 区 域 的 特例 。 
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定理 8.10 ”给 定 由 (8.33) 描述 的 QMI 区 域 D, 矩阵 A e R"*" 是 DD 稳定 的 
充分 必要 条 件 是 存在 对 称 正定 矩阵 X 使 得 


Mpoa(A,X)= Ri®X+Ri2 8 (XA) + REG(ATX)+ R22 ® (ATXA) < 0 (8.34) 


证 明 ”在 此 , 仅 证 明 充 分 性 。 

假设 存在 矩阵 X 满足 (8.34)。 设 入 是 4 的 特征 值 , ue C" 是 hv = 和 w 的 非 
零 特征 向 量 。 应 用 和 矩阵 Kronecker 乘积 的 性 质 可 知 

(I ®v) Mpo(A, X(T ® ov) 

=(T ® vr (RI GX+ R28 XA + Ri 8 (ATX)+ Ro ® (ATXA)(T & 1) 

=Ri ®VEIXv) + Ri BXAv+ RE Sv AT Xu+ Ro @ ou ATXAY 

—vHXv( Ri + AR12 + A RE + A R22) 

=v" Xvfpa(\) 


由 Mpe(4,X)<0 和 和 >0 可 以 推出 fpe(^) <0, 即 和 Ae D。 由 入 eo(4) 的 任 
意 性 可 知 , 矩阵 4 是 DD 稳定 的 。 口 


8.5 注 记 


本 章 内 容 由 文献 [1] 的 第 3 章 , 文献 [2] 的 第 3、 第 4、 第 6 章 , 文献 [3] 的 第 
1、 第 5 章 等 内 容 改写 。 


1. 考虑 二 阶 系统 
k 


G(s8) = 一 -一 一 一 一 一 一 
(9) 82 十 26ws 十 ww? 


其 中 w = 1, ¢ = 01 k = 10。 将 该 传递 函数 转换 成 状态 空间 形式 ， 并 求解 
Ties Tep， Tees 验证 对 于 单 输入 系统 ， Tie = Tepo 
2. 考虑 二 阶 系 统 (8.19), 其 中 


0.9 0 01 0 
oa oj， oa| 
0.1 0.8 0 0.2 


试 求解 Aies Aeps Aee 和 4pp。 
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3. 定理 8.7 给 出 了 无 控制 输入 情况 下 的 Ts 求解 算法 ， 如 果 系 统 包含 控制 输 
入 , 即 
rz(k+1)= Azr(k)+ Bw(k) + Buulk) 
z(k) = Cz(k) + Dw(k) + Duu(k) 


其 中 wu(k) < R” 为 控制 输入 ，B,,，D。 为 适当 维 数 的 矩阵 ， 试 根据 定理 8.7 求解 相 
应 的 状态 反馈 控制 器 求解 算法 。 如 果 


2 1 -1 1 1 0 
4=|-1 2 2 B=|11|, B=|0 1|, C=[05 05 1 

1 3 1 1 1 1 

] 


D=0.5, Ds.=[0.5 1 


求解 状态 反馈 控制 器 , 使 得 刀 。 最 小 。 
4. 考虑 线性 系统 
z(t) = Az(t) + Bult) 


其 中 
一 0.0366 0.0271 0.0188 ”一 0.4555 0.4422 0.1711 
0.0482 —1.0100 0.0024 ”一 4.0208 3.0447 ”一 7.5922 
0.1002 0.2855 -0.7070 1.3229 | ”| -5.5200 4.9900 
0 0 1 一 1.0880 0 0 
考虑 如 下 的 区 域 : 


DaoM = {s€C:Re(s) < —0.9, |s+1|<1.1} 
试 求 该 QMI 区 域 的 区 域 和 矩阵。 同时 设计 状态 反馈 控制 器 使 得 该 系统 的 极点 位 于 该 
QMI 内 。 
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为 了 系统 分 析 与 综合 的 方便 ， 复 杂 的 动态 系统 常用 简单 的 模型 外 加 不 确定 环 
节 来 表示 。 本 章 介绍 一 类 典型 的 不 确定 系统 , 其 标 称 模型 为 线性 定常 系统 , 不 确定 
环节 为 范 数 有 界 型 。 针对 这 类 不 确定 线性 系统 及 典型 干扰 , 讨论 鲁 棱 控制 方法 


9.1 不 确定 线性 系统 的 二 次 稳定 性 


Z(t) = A(O)T(H) (9.1) 
其 中 z(t) e R" 是 系统 的 状态 向 量 ，4(6) 是 未 知 参 数 5 < A 的 函数 。 如 果 5 是 定 
常 未 知 参 数 ， 这 时 系统 (9.1) 是 一 个 线性 定常 系统 ， 可 以 通过 判断 矩阵 4(6) 的 特 
征 值 是 否 位 于 左 半 平 面 的 方法 来 判断 系统 (9.1) 的 鲁 棒 稳 定性 。 如 果 4(6) 是 未 知 
的 , 且 是 时 间 t 的 函数 , 即 5 = 6(t), 这 时 系统 (9.1) 就 是 线性 时 变 系统 , 需要 采用 
Lyapunov 定理 来 判断 该 系统 是 否 鲁 棒 稳 定 。 引 入 如 下 定义 。 
定义 9.1 如果 存在 对 称 正 定 矩 阵 已 ,使 得 对 所 有 的 5 < A, 和 矩阵 不 等 式 


41(0)P+P4(0) <0 (9.2) 


成 立 , 则 称 系 统 (9.1) 是 二 次 稳定 的 。 

很 显然 , 如 果 系 统 是 二 次 稳定 的 , 则 V(x(t)) = xT(t)jPzr(t) 是 系统 (9.1) 的 一 
个 二 次 型 Lyapunov 函数 ， 且 满足 

Vz(D) = TE) TATG)P + PAG)z(t) <0 
根据 Lyapunov 稳定 性 定理 7.3, 系统 (9.1) 对 应 所 有 的 5 se A 是 渐 近 稳定 的 。 即 由 
二 次 稳定 性 可 以 推出 鲁 棒 稳定 性 , 但 反之 不 一 定 成 立 。 因 为 二 次 稳定 性 要 求 对 于 所 
有 的 不 确定 参数 gs A, 存在 公共 的 Lyapunov 荫 数 V(z(t)) = zxT(t)Pz(t), 这 个 要 
般 而 言 A 是 一 个 无 穷 集 ， 根 据 定义 9.1, 验证 系统 (9.1) 的 鲁 棒 稳定 性 需要 

验证 无 穷 多 个 矩阵 不 等 式 的 可 行 性 ， 这 在 具体 控制 系统 分 析 与 设计 时 显然 是 不 可 
能 的 。 下 面 针 对 不 同 的 不 确定 性 描述 , 给 出 判断 系统 鲁 棒 稳 定性 的 数值 方法 。 

如 果 和 矩阵 4(5) 形式 为 


A(6) = A+ DF()E 


9.2 ”参数 依赖 Lyapunov 稳定 性 -143. 


其 中 4，D, E 为 已 知 的 定常 矩阵 ，F(t) 为 满足 FT(t)F(t) < 了 的 未 知 和 矩阵 。 这 时 
代入 系统 的 不 确定 描述 ， 系统 二 次 稳定 的 充 要 条 件 是 
(A+ DF()E) P+ P(A+DF()E)<O0 
该 不 等 式 对 所 有 的 FT(t)F(t) < 了 的 F(t) 都 成 立 当 且 仅 当 存在 标量 < > 0 
使 得 


4IP+P4+sPDDIP+ecrIBEIP<0 
在 该 不 等 式 两 边 均 乘 以 e, 将 <e 己 用 己 代 替 , 并 应 用 Schur 补 引 理 , 得 如 下 定理 。 
定理 9.1 系统 (9.1) 是 二 次 稳定 的 , 当 征 仅 当 存在 对 称 正定 矩阵 P 满足 


ATP+PA PD ET 
DTP _I 0 <0 (9.3) 
E 0 一 
可 以 看 出 , (9.3) 是 系统 
z(t) = Az(t) + Dw(t) (9.4) 


z(t) = Ez(t) 
的 万, 范 数 小 于 1 的 充分 必要 条 件 。 这 一 结果 也 可 以 由 小 增益 定理 得 到 。 
如 果 和 矩阵 4(6) 形式 为 
4(0) 一 O01(t) A1 十 62(t)A2 十 … 十 Og(t) Ax 


人 
其 中 》 5 的 王 1 6i(k) >0， 4i， (i = 1,2,… ,及 是 已 知 矩 阵 ， 这 时 有 以 下 定理 。 
?一 二 
定理 9.2 ”系统 (9.1) 是 二 次 稳定 的 ， 当 且 仅 当 存 在 对 称 正 定 和 矩阵 P 满足 
4TP+P4i<0 i=1,2,...,k (9.5) 


证 明 ”代入 不 确定 性 描述 , 得 到 系统 二 次 稳定 的 充分 必要 条 件 是 
天 T 天 k 
(D004) P+ P( 55004) <0%) dATP+PA)<O0 
显然 , 该 条 件 成 立 的 充分 必要 条 件 是 式 (9.5) 成 立 。 


9.2 ”参数 依赖 Lyapunov 稳定 性 


二 次 稳定 性 要 求 对 于 所 有 的 参数 不 确定 性 ， 存 在 一 个 公共 的 Lyapunov 函数 ， 
这 在 大 部 分 场合 都 是 相当 保守 的 , 特别 是 对 于 慢 时 变 的 不 确定 系统 。 本 节 采 用 参数 
依赖 Lyapunov 函数 代替 二 次 稳定 中 的 公共 Lyapunov 函数 来 讨论 系统 的 鲁 棒 稳 定 
性 条 件 ， 有 望 降低 结论 的 保守 性 。 
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考虑 系统 (9.1)， 其 中 
天 
A(6) = 4o 十 》 .5.4， (9.6) 
i=0 
其 中 6 € A 为 系统 的 不 确定 参数 ,A 为 超 长 方 体 ，Ao 为 集合 A 的 顶点 所 组 成 的 
集合 。 
针对 该 不 确定 性 ,考虑 参数 依赖 Lyapunov 函数 
Vy(z(b,6) = xT(t)P(6)z(t) (9.7) 


其 中 P(6) 为 6 的 一 个 矩阵 值 函数 。 为 了 讨论 方便 , 假定 矩阵 P(5) 与 4(6) 形式 相 
同 
k 
P(6)= P+ 6P (9.8) 


=0 


其 中 成, Pi,… , Ps 为 对 称 正定 矩阵 。 很 显然 ,如果 


ATP(6) + P(6)A(6) <0 (9.9) 
系统 是 鲁 棒 稳定 的 。 
进一步 分 析 可 得 
EOD = T(t)(AT(6)P(6) + P(6)A(S))z(t) 
= z(t)L(6)z(t) 
其 中 


L(6) =AT(6)P(6) + P(6)A(6) 


k 工 k k 
= (4 十 》， A] (a 十 >on] 十 @ 十 DD 5 (% 十 站 
记 0 i=0 i=0 i0 
k 
=Al P+PAot 》， 5(4; 出 十 而 4 二 44 已 十 已 40) 


i=1 


k 大 大 
+ Do6(ATP, + PA)+ATP+PA)+ > (AT P+ PAi) 
i=1 j=1 $=1 


(9.10) 


由 于 命题 “对 于 所 有 的 8 < Au， ED) < 0 全 对 所 有 的 5 € Au， 209) 


dV (z(t),6 
gs260 < 0， 且 EW ) 关于 5 是 


< 0” 成 立 的 一 个 充分 必要 条 件 是 Cs | 


凸 的 ,这 等 价 于 
2 的 = xT (tA P+ PA)r(t) > 0 i=1,2,.,k (9.11) 
由 此 可 知 ， 号 四 :外 目的 充分 条 件 丰 
T(t (AT P+ PA)Zt) 20 i=1,2,.…,k (9.12) 


总 结 以 上 讨论 ， 有 如 下 定理 。 
定理 9.3 ”考虑 系统 (9.1), 其 中 4(6) 为 式 (9.6) 所 示 。 系统 是 仿 射 二 次 稳定 
的 ,如 果 存 在 对 称 正定 矩阵 忆 , 己 ,… , BB 使 得 对 所 有 的 5 e Au 


4T(5)P(5) + P(5)4(5) < 0 


AlP+PAi>0, i=1,2,...,k (9.13) 
9.3 不 确定 线性 系统 的 保 性 能 控制 
考虑 如 下 的 不 确定 离散 线性 系统 : 
xk) = A+AAzK) + (B+AB)uE) (9.14) 


其 中 z(k) e R" 为 状态 向 量 , u(k) < R™ 为 控制 输入 向 量 , zo = z(0) 为 初始 状态 。4 
和 B 为 适当 维 数 的 常数 矩阵 ，A4 和 AB 为 适当 维 数 的 未 知 矩 阵 ， 表示 系统 的 不 
确定 参数 , 具有 如 下 形式 : 


[A4 AB]= DF(k)[E, E,]| 


其 中 D，Es。，b 为 已 知 的 具有 适当 维 数 的 常数 和 矩阵， 表示 不 确定 参数 的 结构 信 
息 , F(k) < 了 ix7 为 时 变 的 未 知 和 矩阵 ， 满 足 范 数 有 界 条 件 已 的 入 了 
对 于 不 确定 离散 线性 系统 (9.14), 定义 性 能 指标 


J = (zk)QE) +uT(k)Ru(k)) (9.15) 
天 一 0 

其 中 QeRnx"， RERxm 为 给 定 的 对 称 正定 算 阵 。 

我 们 引入 如 下 定义 。 

定义 9.2 ”对 不 确定 离散 线性 系统 (9.14) 和 性 能 指标 (9.15)， 如 果 存 在 控制 
律 w*(k) 和 一 个 正 数 7*, 使 得 对 所 有 容许 的 不 确定 性 ,闭环 系统 是 渐 近 稳定 的 , 且 
闭环 性 能 指标 满足 J < J*, 则 称 J* 是 不 确定 离散 线性 系统 (9.14) 的 一 个 性 能 上 
界 , wu*(k) 称 为 不 确定 离散 线性 系统 (9.6) 的 一 个 状态 反馈 保 性 能 控制 律 。 
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可 以 看 出 , 保 性 能 控制 律 不 仅 保证 了 闭环 系统 的 鲁 棒 稳 定性 , 而 且 保 证 了 闭环 
系统 满足 一 定 的 鲁 棒 性 能 。 

定理 9.4 “不 确定 离散 线性 系统 (9.14) 是 鲁 棒 稳 定 的 , 且 满 足 J < J*， 如 果 
存在 对 称 正定 矩阵 P, 矩阵 K 和 标量 e > 0 使 得 


—P+eDDT (A+ BK)P 0 
P(A+BK)® P+P(Q+KTIRR)P P(Es+ ER) | <0 (9.16) 
0 (Ei + EaK)P 一 < 


其 中 = zd Piz0。 
证 明 ”将 状态 反馈 控制 律 u(k) = Kz(k) 代入 系统 (9.14) 得 如 下 的 闭环 系统 : 


zh 41) = (ALBK+ DPR)(E, + Eok))z(k) (9.17) 
定义 Lyapunov 函数 为 
V(z(k)) = xT (Kk)P lz(k) (9.18) 


其 中 PP 为 对 称 正定 矩阵 。 
沿 着 系统 (9.14) 的 任意 状态 轨迹 , 对 Lyapunov 函数 取 前 向 差分 ,， 如果 


AV(zx(k)) := V(z(k+ 1)) ~ V(zCk)) 
= zx (k)(A+BK+DF(E(E, + BER) P (A BK+DF(K) 
(Eo + EoK))Z(k) — xT (Kk)P- zr(k) 
<—z (kK)(Q + KTRK)z(K) 
<0 (9.19) 


则 闭环 系统 是 鲁 棒 稳定 的 , 且 有 
TK)QIE) Fu (KRu(k) < —AV(r(k)) 
对 该 式 从 k= 0 到 = co 求 和 , 并 利用 闭环 系统 的 渐 近 稳定 性 ,可 得 


2 (kK)QTE) + ul (kK) Ru(k)) 入 ZEP-Iz0 


可 以 看 出 式 (9.19) 对 任意 x(k) 都 成 立 等 价 于 


(A+BK + DF(R(BE, + EK)TP-I(A+ BK + DF(K) 
‘(Eat+ ER)— PI+Q+KIRK<O 


在 该 不 等 式 两 边 均 乘 以 已, 并 应 用 Schur 补 , 进一步 等 价 为 


9.3 不 确定 线性 系统 的 保 性 能 控制 .147 


_P (A+ BK+ DF(K(E, + EK)P 1 
P(A+ BK +DF(R(E, + ER))T -P+PQ+-KTRE)P | 
定义 

_P (A+BK)P 
x-| l | 
P(A+BK)' -P+P(Q+ KTREK)P 
则 (9.20) 可 以 重新 写成 
D 
x+| 
0 

上 式 对 任意 的 FT(k)F(k) < 了 部 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 标量 。 > 0 满足 
0 

Es + EoK)T 
应 用 Schur 补 ， 上 式 等 价 于 式 (9.16)。 口 
定理 9.4 的 系统 性 能 指标 依赖 于 初始 状态 zo, 如 zo 是 一 个 满足 BfzozT} = 工 

的 零 均 值 随机 向 量 ， 则 性 能 指标 的 期 望 值 满足 


1 = BE{J} < BE{rP lr) = trace(P-!) (9.21) 


以 下 定理 给 出 了 状态 反馈 控制 律 设计 方法 。 
定理 9.5 ”系统 (9.14) 存在 保 性 能 控制 律 , 如 果 对 称 正定 矩阵 已 , 矩阵 了 , 党 
数 s > 0 满足 如 下 的 LMI: 


| rn (Es t+ ER)PI+I0 (Et ER)PI FT(KE)IDT 0]<0 


x+elo | iD or | je (Es + EK)P] <0 


-P+eDD™ AP+BY 0 0 0 

(AP+ BY)T 一 已 (EP+EY)r P YT 
0 EP+ EY —el 0 0 |<0 (9.22) 
0 P 0 -Q@- 0 
0 Y 0 0 —R-! 


这 时 ,状态 反馈 控制 律 为 uw* = YP-1zx(k)， 相 应 的 系统 性 能 指标 的 上 界 为 J* < 
trace( 已 71)。 


证 明 由 Schur 补 引 理 , 式 (9.22) 等 价 于 


PreDD™ (A+BK)P 0 0 0 
P(A+BK)T -_P P(EAT+EK)® P (KPI 
0 (E, + EsK)P -el 0 0 |<0 
0 P 0 -Q-!1 0 
0 KP 0 0 -RAR-! 


引入 KP =Y 即 可 。 
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9.4 不 确定 连续 系统 的 鲁 棒 方差 性 能 


系统 设计 、 参数 估计 、 模 型 降 阶 等 方面 的 许多 理论 和 方法 都 采用 状态 或 输出 具 
有 一 定 的 协 方差 矩阵 来 保证 系统 满足 一 定 的 性 能 指标 ， 这 种 通过 配置 系统 状态 和 
输出 协 方差 矩阵 的 控制 方法 ， 称 为 协 方差 控制 。 

考虑 系统 


L(t) = (A+AA)z() + (B+ AB)u(t) + Bowlt) (9.23) 


其 中 z(t) € R" 为 系统 的 状态 向 量 ,，w(t) € BRm 为 系统 的 控制 输入 向 量 , w(t) e€ 
R2 为 具有 单位 协 方差 的 零 均值 白 噪声 过 程 ， 且 w(t) 与 系统 初始 状态 z(0) 不 相 
关 ，A,，B，B,, 是 适当 维 数 的 定常 矩阵 ，A4, AB 为 未 知 的 不 确定 矩阵 ， 具 有 以 下 
形式 : 
[AA AB]= MF(t)[N, N,] 

其 中 M，Na，N 为 已 知 的 定常 矩阵 ,描述 不 确定 参数 的 结构 信息 , F(t) e Rixi 为 
未 知 的 不 确定 矩阵 , 满足 范 数 有 界 条 件 FT(t)F(t) < 了 I。 

本 节 的 鲁 棒 方 差 控制 讨论 如 何 设计 状态 控制 律 ， 使 得 闭环 系统 对 于 所 有 容许 
的 不 确定 参数 都 满足 : 

(Al) 所 有 的 系统 极点 都 位 于 D(q,r)， 其 中 Pa,r) 是 左 半 开 复 平面 的 中 心 在 
一 gq 十 j0(g > 0)、 半 径 为 r(r < gq) 的 圆 盘 ; 

(A2) [Xia < oa2， (7 = 12 nm)， 其 中 o; 是 给 定 的 一 组 常数 ， [Xl]i; 是 稳 态 状 
态 方差 矩阵 X = lim (xz(bz (0) 对 角 线 上 的 第 i 个 元 素 , E(.) 表示 数学 期 望 。 


为 了 描述 方便 , 首先 考虑 如 下 的 无 输入 标 称 系统 : 
s(t) = Az(t) + Bo 人 (9.24) 
对 于 该 系统 , 我 们 有 如 下 定理 。 


定理 9.6 ”对 于 给 定 的 圆 盘 D(g,7) 和 一 组 常数 o;(i = 1,2,.… ,n), 车 存在 正 
定 对 称 和 矩阵 P 满足 如 下 的 LMI, 则 系统 (9.16) 满足 性 能 指标 (A1) 和 (A2) 


-7P PAT+gP 
_1 T|<0 (9.25a) 
LAP+gP —rP+i+gr PDB， 
[Pl <o2, i=1,2.,n (9.25b) 


证 明 ”可 以 看 出 (9.25a) 等 价 于 


A+gl A+tgIN! . 
(入 2)7r( 2) P+ BBT <0 (9.26) 


rT 7 
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从 而 得 到 


(入 P(t4) peo 
根据 Lyapunov 稳定 性 理论 可 知 , 矩阵 (4 + qT)Jr 的 所 有 特征 值 都 位 于 单位 圆 内 ， 


因此 4 的 极点 都 位 于 圆 盘 D(g,r) 内 。 
同时 , 将 (9.26) 整理 可 得 


4P+P4I+9qgTI(4P4IT+(o —r2)P)+B,BT<O0 (9.27) 


进而 得 到 
AP+PAT<0 
因此 系统 (9.24) 是 渐 近 稳定 的 ， 从 而 系统 的 稳 态 状态 方差 矩阵 X 存在 ， 且 满足 以 
下 的 Lyapunov 方程 : 
AX+XAT+B,BT=0 (9.28) 


从 (9.27) 中 减 去 (9.28) 可 得 
A(P—-X)+(P—-X)AT+q (APAT +(qg—r2)P)<0 


由 于 APAT 十 (q? 一 m2)P >0, 故而 关 <P, 因此 由 [Pji; < o? 可 得 [Xi < c2。 口 
在 定理 9.6 的 基础 上 , 考虑 系统 (9.23)。 将 状态 反馈 控制 律 w(t) = Kz(t) 代入 
式 (9.23) 可 得 闭环 系统 为 


tt) = (A+4 BK + MFN, + MFN,K)z(t) + Buwtlt) (9.29) 


将 式 (9.25) 中 的 4 用 (4+ BK + MFN。 + MFNbK) 代替 并 界定 不 确定 项 ， 
并 令 Y = KP, 得 如 下 定理 。 

定理 9.7 ”对 于 给 定 的 圆 盘 D(q,r) 和 一 组 常数 o;，(i = 1,2,… ,n)， 车 存在 
正定 对 称 和 矩阵 已 , 矩阵 Y 和 标量 = > 0 满足 如 下 的 LMI, 则 系统 (9.23) 满足 性 能 
指标 (A1) 和 (A2) 


—rP (AP+ BY +rP)T (NaP + NoY)T 
AP+BY +gP -7rP+oqr-lB BIT+EeMAMT 0 <0 (9.30a) 
NaP+ NoeY 0 _el 
[Pli < o2,(i= 1,2,... ,n) (9.30b) 


则 w(t) = YP-1z(t) 是 一 个 鲁 棱 方差 控制 律 。 
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在 实际 工程 应 用 中 , 具有 最 小 能 量 的 方差 控制 律 更 有 意义 ， 即 使 得 性 能 指标 
J(u) = sup {im E(uT(t) Ru(t))' /2} 
最 小 化 的 鲁 棒 方差 控制 律 ， 其 中 RR 是 给 定 的 正定 矩阵 。 这 时 , 考虑 状态 反馈 控制 
律 u(t) =YP-liz(b 的 形式 , 并 考虑 X < P, 有 
J (u) = sup {limE(z  ()P 1YTRY P71z(t))} 
= sup {trace(Y PXP YTR)} 
< trace(SY PiYTST) 


其 中 R= 5sTS。 因 此 可 以 通过 使 得 J?2(w) 的 上 界 trace(SYP-IYTST) 最 小 化 的 方 
法 来 求 取 最 小 能 量 的 状态 控制 律 。 
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考虑 如 下 的 不 确定 线性 系统 ; 
L(t) = Ax(t) + Bp(t) + Bwt(t) 
q(t) = Czx(t) + Dplt) (9.31) 
z(t) = Mz(t) + Np(t) 
p(t) = A(t)a(t) 


其 中 z(t) € R” 为 状态 向 量 ,w(t) < Rm 为 外 部 扰动 向 量 ，p(t) 和 g(t) 是 描述 
系统 不 确定 性 的 外 部 信号 ，A(t) 为 时 变 的 模型 不 确定 性 ， 且 满足 范 数 有 界 条 件 
AT(t)A(t) & I，A, 有 BC，D，M，N 为 已 知 的 定常 矩阵 。 

由 于 系统 含有 不 确定 参数 , 系统 为 时 变 系统 , 不 能 再 用 传递 函数 的 形式 定义 系 
统 的 Ho 范 数 , 为 此 , 引入 如 下 定义 。 

定义 9.3 ”定义 线性 二 次 型 指标 


把 (A(0),wo) = z() 用 二 / rz(Ddt (9.32) 


其 中 z(t) 是 系统 在 零 初始 条 件 和 脉冲 信号 w(t) = wo6(t) 激励 下 的 被 调 输出 。 该 指 
标 反应 了 信号 z(t) 的 能 量 。 系统 的 鲁 棒 妃 性 能 指标 定义 为 


及 = sup { FAD), wo) :eol < LATOOAO < 中 (9.33) 
At,wo 


即 最 坏 情 况 下 的 二 次 型 性 能 指标 值 。 
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定理 9.8 ”系统 (9.31) 的 鲁 棒 万 性 能 指标 . 是 有 限 的 , 且 .有 < B37PB,| 
如 果 存 在 正定 对 称 抢 阵 P 满足 如 下 LMI: 


P4+4IP PB CT MY 
BiP -1 DT 


NT 
<0 (9.34) 
C D -I 0 
MM N 0 一 了 


证 明 ”应 用 Schur 补 引 理 可 知 ，LMI (9.34) 等 价 于 


PA+ATP PB C Dir're D 
| pp wma 
BTP 一 MN| IM N 

在 系统 (9.31) 中 , 取 w(t 


) = wo6(2), zo = z(0)。 取 Lyapunov 函数 为 V(x(t)) = 
z(t)Pz(t), 则 沿 系统 (9.31) 的 任意 状态 轨迹 都 有 


[0] vfs0] <o 


V(z(t)) < p"(t)p(t) —q (tq() — 2 (t)z(t) 
由 于 z(t) = 0 和 w(t) = wod(t) 等 价 于 zx(0) = Bwo 和 w(t) = 0, 在 上 式 两 边 
对 时 间 t+ 从 0 到 co 积分 , 并 利用 系统 的 稳定 性 可 得 


oa3PBaoo > {Neat { (ora = (pt) 
0 0 
由 于 Ar(DA(D < 二 有 drtbetb 


由 此 可 得 


pT(t)p(t) 宕 0 成 立 。 从 而 当 lwoll st 时 


[lalar < BEPB.,l (9.35) 
9 
即 系统 的 Hz 性 能 小 于 >。 


[] 
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考虑 如 下 的 不 确定 线性 系统 ; 


L(t) = Az(t) + Bplt) + Kw(t) 

q(t) = Cz(t) + Dp(lt) + Lwl(t) (9.36) 
z(t) = Mz(t) + Np(t) + Hw(t) 

P(t) = A(t)gtt) 
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其 中 z(t) e R" 为 状态 向 量 , w(t) e R™ 为 外 部 扰动 向 量 , p(t) 和 q(t) 是 描述 系统 不 
确定 性 的 外 部 信号 ，4, B, C, D, KK, 芽 , 妃 ，M,， N 为 适当 维 数 的 定常 矩阵 ，A 人 的 
为 时 变 的 模型 不 确定 性 ,满足 范 数 有 界 条件 AT(t)A(t) < 工 。 
由 于 时 变 矩 阵 A(t) 的 存在 , 系统 (9.36) 是 时 变 系 统 , 这 时 引入 如 下 定义 。 
定义 9.4 ”定义 本 
fA,w) = 上 zT(t)z(t)dt (9.37) 
0 


其 中 z(t) 是 系统 (9.36) 在 零 初 始 条 件 下 有 限 能 量 扰 动 输入 w(t) 的 输出 响应 。 这 
时 ,不 确定 系统 (9.36) 的 鲁 棒 五 性 能 指标 定义 为 


J = sup {je (Aw) :ol < 1.ATA < 1) (9.38) 
CA 


即 在 所 有 人 允许 的 参数 不 确定 性 和 有 限 能 量 扰动 w 中 人-(A,w) 的 最 坏 可 能 值 。 
定理 9.9 不 确定 系统 (9.36) 是 鲁 棱 稳定 的 , 且 五 性 能 指标 是 有 限 的 , J,。 < 
?7， 如 果 存 在 对 称 正 定 矩阵 P 满足 如 下 的 LMI: 


PA+ATP PB PK CT MT 


BTP -I 0 DT NT 
KTP 0 -xI Lr HT|I <0 (9.39) 
C D 工 -7 0 
M N HH 0 -I 


证 明 由 Schur 补 引 理 可 知 
. PA+ATP PB PK CT MT 
= BTP —J 0 十 
KTP 0 一 ?727 


定义 5=[z Oo ;可知 6 < 0 展开 得 
2z (t) PE(t) + 2 (tz(t) — yw (tw(t) < p(t)p(t) — q (talt) < 0 
故而 3 
zl Pz +z (ta(t) — yw (bw(t) < 0 
在 上 式 两 边 对 时 间 t 从 0 到 oo 积分 并 利用 零 初始 条 件 和 系统 的 稳定 性 , 得 
/ z(t)z(t)dt < 上 Y wT (tw(t)dt (9.41) 
0 0 


即 性 能 界 为 y。 定理 得 证 。 口 
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97 注 记 
本 章 内 容 由 文献 [1] 的 第 7、 第 8 章 , 文献 [2] 的 第 5 章 等 内 容 改写 。 


9.8 习 题 


a = | jz 


其 中 aa & [一 12, 一 1], a22 & [一 0.7, 一 0.5]。 对 给 定 的 不 确定 参数 允许 变化 范围 , 确定 
2. 考虑 不 确定 线性 系统 (9.23), 其 中 


1. 考虑 二 阶 系统 


-4 0 0 0 0 0.2 
A=| 0 -3 0|, B=|1 1 B,=| 0 |, M=0.4I, Ns=0.41, No=7 
0 0 1 0 1 0 


设计 状态 反馈 控制 器 , 使 得 对 于 所 有 允许 的 不 确定 性 , 闭环 系统 的 极点 都 位 于 圆 盘 
D(3,2), 且 稳 态 状 态 方差 满足 [Xi < 1, [Xjzz < 4.5, [Xjzz 和 1。 
参考 文献 
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第 10 章 “不 确定 时 滞 系 统 的 鲁 棒 控 制 


工业 过 程 中 存在 着 大 量 的 时 沸 现 象 , 如 长 管道 进 料 . 信和 号 测量 滞后 等 .对 于 许 
多 大 时 间 常 数 系 统 , 也 常用 小 时 间 常 数 系统 加 纯 潍 后 环节 来 近似 , 这 些 都 可 以 归结 
为 时 滞 系 统 。 时 溺 的 存在 使 得 系统 的 分 析 与 设计 变 得 更 加 困难 . 时 滞 系 统 的 研究 也 
一 直 是 控制 界 研 究 的 热点 问题 之 一 。 本章 基 于 Lyapunov 理论 , 采用 LMI 等 工具 ， 
讨论 不 确定 时 滞 系 统 的 鲁 棒状 态 反馈 控制 器 设计 问题 。 


10.1 线性 时 沾 系 统 的 稳定 性 分 析 


考虑 如 下 的 线性 时 清 系 统 : 
(1t) = Az(t) + Aar(t — a) 
z(t) = p(t), tel[-d.0] 
其 中 zzb e R" 为 系统 的 状态 向 量 , d > 0 为 系统 的 状态 滞后 时 间 ，y(t) € R" 为 系 
统 的 初始 条 件 ，4，4v 为 已 知 的 定常 矩阵 。 该 系统 的 稳定 性 条 件 由 以 下 定理 给 t 
定理 10.1 ”线性 时 灌 系 统 (10.1) 是 渐 近 稳定 的 , 如 果 存 在 对 称 正定 矩阵 P, RR 
满足 如 下 LMI: 


(10.1) 


ATP+PATR PAa 
| we 
证 明 ” 若 存 在 满足 (10.2) 的 对 称 正定 第 阵 已 , R, 则 可 以 构造 如 下 的 Lyapunov 
泛 函 : 


(10.2) 


V(x1) = z(t) Pr(t) + [sn (10.3) 
则 Y(z,) 是 正定 的 , 且 满 足 
Nin PED < V(re) & (Amax(P) 4 dhax RNC 


其 中 Nmax(') 和 Mnin(*) 分 别 表 示 和 矩阵 的 最 大 和 最 小 特征 值 。 
沿 系 统 (10.1) 的 状态 轨迹 , 将 V (zi) 对 时 间 上 求 导 , 得 
V(xi) = 2x T(t) P(AZ() + Aaz(t -- 0) + rT (ARE(t) — xl (td)Rz(t — d) 


Ta 1] TATP+PATR PAa z(t) 
-loll se ea 
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由 式 (10.2) 存在 标量 es > 0 使 得 V(xt) < -sllz 人 上 2， 由 Lyapunov-Krasovskii 定理 ， 
系统 (10.1) 是 渐 近 稳定 的 。 . 口 
可 以 看 出 , 定理 10.1 将 判断 时 滞 系 统 (10.1) 的 稳定 性 问题 转换 为 LMI (10.2) 
的 可 行 性 问题 , 可 以 方便 地 使 用 LMI 工具 箱 中 feasp 求解 器 来 求解 。 
如 果 对 矩阵 4a 满 秩 分 解 


As= BD, BeR™™, DeR™" 
其 中 mm = rank(4o) 并 构造 Lyapunov 泛 函 为 
V(zi = z(t) Pr(t) 十 / rz! (s)DT RDz(s)ds (10.4) 
t-d 


沿 着 系统 (10.1) 的 状态 轨迹 对 V (zi;) 求 导 , 得 如 下 的 稳定 性 判 据 。 
定理 10.2 ”线性 时 滞 系 统 (10.1) 是 渐 近 稳定 的 , 如 果 存 在 对 称 正定 第 阵 P e 
RR*x* 和 Re 有 mxm 满足 如 下 的 LMI: 


人 | 0 


10.5 
BTP —R ( ) 


可 以 看 出 , 式 (10.2) 的 维 数 为 2n, 而 LMI (10.5) 的 维 数 为 m 十 mn， 具有 更 小 的 
维 数 , 有 利于 降低 存储 空间 , 减少 计算 时 间 。 当 然 , 如 果 rank(44) = mn, 则 DD= 了 J 
这 时 二 者 等 价 。 

在 第 7 章 提 到 , Lyapunov-Razumikhin 定理 同样 可 以 解决 时 滞 系 统 的 稳定 性 问 
题 , 为 了 应 用 Lyapunov-Razumikhin 定理 , 我 们 构造 如 下 的 Lyapunov 孙 数 : 


V (z(t)) = xT(t) Pz(t) (10.6) 


则 可 以 获得 如 下 的 稳定 性 判 据 。 
定理 10.3 ”线性 时 淆 系统 (10.1) 是 渐 近 稳定 的 , 如 果 存 在 标量 a > 0 和 正定 


对 称 和 矩阵 P 满足 
PTA+ATP+aP PAa 


ATP —aP 
证 明 ”容易 验证 V (z(t)) 满足 


<0 (10.7) 


Nnin PZON < V (ZO)) & Amax (PEON 
对 Y(z) 沿 系统 (10.1) 轨迹 求 导 , 可 得 


V(z(D)) = (V(t) = 22T (P(Az(D) + Aazlt —d) 
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如 果 对 任意 的 -da < 9<0, 都 有 V(z(t 二 的 ) < pV(x(t)) 成 立 , 则 可 以 得 到 
V (z(t)) < 2xT (HP(Az(t) + Aazx(t = d)) + a(pr  (t) Pr(t) — z(t —r)Pr(t — 7)) 

z(t) | 和 "| z(t) 

~ [z(t -a) ATP —aP| zf 一 加 
由 不 等 式 (10.7) 可 知 ,对 于 充分 小 的 6>0 和 p=1+56 

PA+ATP+apP PAa 0 
| AjP | “ 
成 立 , 从 而 存在 。 = a6 > 0 使 得 
V(x(t)) < 一 lz 人 | 


根据 Lyapunov-Razumikhin 定理 ,系统 (10.1) 是 渐 近 稳定 的 。 口 
容易 看 出 , 如 果 令 R= aP, 定理 10.1 与 定理 10.3 完全 等 价 。 因 此 , 本 章 主 要 
采用 Lyapunov-Krasovskii 方法 来 讨论 时 滞 系 统 的 鲁 棒 控制 问题 。 
针对 离散 系统 ,我 们 讨论 如 下 系统 : 
TZ(k+1)= Az(k) + Aar(k — d) 
rz(k) = p(k),, ds<kgd0 


其 中 z(k) € R" 为 系统 的 状态 向 量 , 4 > 0 为 系统 的 整数 状态 灌 后 时 间 , p(k) < R" 
为 系统 的 初始 条 件 ，4，A4 为 已 知 的 定常 矩阵 。 构造 Lyapunov 泛 函 为 


(10.8) 


V(zi) = 7 (kK)PZ(k) + > rT (Rr) (10.9) 
一 下 一 地 
其 中 已 , RR 为 对 称 正定 矩阵 。 由 此 可 得 系统 (10.8) 的 稳定 性 判 据 如 下 。 
定理 10.4 ”离散 时 滞 系 统 (10.8) 是 渐 近 稳定 的 , 如 果 存 在 对 称 正定 算 阵 已, R 
满足 
_PHR 0 ATP 
0 -已 ATP 
PA PAas -_P 
证 明 ”对 该 Lyapunov 泛 函 沿 着 系统 (10.8) 的 状态 轨迹 求 取 前 向 差分 得 到 


<0 (10.10) 


AV(zx) = V(rrri) — V(rx) 
= xT (k++1)Pr(k+1)— rT (k)Pr(k) + rT (Kk)RI(k) — rT (kd)Rr(k — d) 
zk) 17[-P+R+T4TP4 ATPAy z(k) 
| | 4TP4 aa [| 
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由 Schur 补 引 理 ，LMI (10.10) 成 立 ， 则 一 定 存在 标量 = > 0 使 得 AV(zk) < 
-sllz(b)， 从 而 系统 渐 近 稳定 。 
不 等 式 (10.10) 为 严格 LMI, 可 以 使 用 LMI 工具 箱 feasp 求解 器 求解 。 


10.2 不 确定 时 滞 系 统 的 时 滞 依 赖 鲁 棒 控 制 


定理 10.1 和 定理 10.4 分 别 给 出 了 连续 时 滞 系 统 与 离散 时 滞 系 统 的 稳定 性 判 
据 。 从 定理 中 可 以 看 出 ,系统 的 稳定 性 与 滞后 时 间 d 无 关 , 即 , 稳定 性 条 件 对 所 有 
的 滞后 时 间 ad 都 成 立 , 适用 于 处 理 不 确定 滞后 时 间或 滞后 时 间 未 知 的 时 滞 系 统 。 如 
果 已 知 请 后 d 的 某 些 信息 ， 则 可 以 讨论 稳定 性 与 滞后 时 间 a 的 关系 ,即时 洁 依 赖 
稳定 性 判 据 ， 对 于 某 些 d 值 ， 系 统 是 稳定 的 ， 而 对 某 些 d 值 ， 系 统 则 是 不 稳定 的 。 
一 般 说 来 , 时 清 无 关 稳 定性 条 件 相对 保守 , 因为 时 灌 无 关 稳定 性 条 件 对 任意 大 的 滞 
后 时 间 都 成 立 , 但 也 不 绝对 。 在 分 析 与 设计 中 , 这 两 类 稳定 性 条 件 各 有 优点 , 不 可 
替代 。 


10.2.1 ”不 确定 连续 时 滞 系 统 的 重 棒 控 制 
考虑 如 下 的 不 确定 线性 时 滞 系 统 : 


zt) = (A AATE + (Aa+ AAa)zlt -ad) + (B+AB)u(t) 


(10.11) 
zt) = pt}, tel[-ad,dl 


其 中 z(t) e R" 为 状态 向 量 , u(t) e R™ 为 输入 向 量 , d > 0 为 状态 滞后 ，ep(b 为 初 
始 状 态 ，A，As, B 为 已 知 定常 矩阵 , A4, 入 4g, AB 为 未 知 的 不 确定 参数 矩阵, 且 
满足 
[A4 AAs AB]= MEFGTN。 Na Nb] 

其 中 M，Ns。，Na，N 为 已 知 矩 阵 ，F(t) 为 未 知 矩 阵 ， 且 满足 FT()F(t) < 卫 。 

对 于 系统 (10.11), 我 们 讨论 如 何 设计 一 个 状态 反馈 控制 器 u(t) = Kz(t), 使 得 
闭环 系统 对 于 所 有 的 不 确定 性 都 是 渐 近 稳定 的 ,为 此 引入 如 下 定义 。 

定义 10.1 “不 确定 线性 时 滞 系 统 (10.11) 是 鲁 棒 稳 定 的 , 如 果 该 系统 在 w(t) = 
0 时 , 对 任意 容许 的 不 确定 参数 F(t), 系统 都 是 浙 近 稳定 的 。 

定义 10.2 “不 确定 线性 时 滞 系 统 (10.11) 是 鲁 棱 可 镇 定 的 ， 如 果 存 在 状态 反 
馈 控制 器 u(t) = Kxt{t) 使 得 闭环 系统 对 所 有 容许 的 不 确定 参数 F(t) 都 是 渐 近 稳定 
的 。 这 时 , w(t) = Kz(t) 称 为 是 鲁 棒 反 馈 控 制 器 。 

在 给 出 系统 鲁 棒 可 镇 定 判 据 之 前 ， 我 们 首先 讨论 无 输入 标 称 系统 (10.11)， 即 
系统 (10.1) 的 时 澡 依 赖 稳定 性 问题 。 
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定理 10.5 ”给 定 标量 d* > 0, 线性 时 灌 系 统 (10.1) 对 满足 0 < d < qd* 的 任 
意 时 滞 d 是 渐 近 稳定 的 , 如 果 存 在 对 称 正 定 矩 阵 P,Q, 2Z, 对 称 和 矩阵 X 与 矩 阵 
满足 


.S11 PAs—Y dATZ 
S ATP—YT —Q dATZ|<0 (10.12a) 
d*2A daZAg -42 
XY Y|>o 10.12b 
[y z| 上 (10.12b) 
其 中 S51 = P4+A4TP+Y+TYT+dX+Q 
证 明 ”由 Newton-Leibuniz 公式 可 知 
z(t)— z(t— qd) = [ z(0)d0 (10.13) 
t—d 
由 此 ,系统 (10.1) 可 以 重新 写成 
j(t) = (A + Aa)zlt) -As | 2(0)d0 (10.14) 
t—d 
构造 Lyapunov 泛 函 为 
V(z8) = Vi(ze) + Va(ze) + Valz) (10.15) 
其 中 


Vi(zt) = 2 (t) Pz(t) 
wo) = 人 sr)gztods 
矶 (zy) = [ 1， T(0)Zi(0)d0ds 
则 页 (z) 沿 系统 (10.1) 的 轨迹 对 时 间 t 的 导数 为 
Vi(zi) = 2zT(t) P(A + Aa)z(t 一 四 一 / | 2xT(t)PAui(s)ds 
SSI)(PATATP+AX HY +YT)Zt) — 20T(t)(Y ~ PAg)z(t —d) 
十 /, ZT(s)Zi(s)ds 


这 里 利用 了 Moon 不 等 式 来 界定 交叉 项 


中 beige 2 


—27xT (PAgz(t) < |, 多 YT ATP Z T(t) 
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其 中 和 ,了 Y，2 满足 式 (10.12b)。 
将 衣 (zi) 与 风 (zi) 对 时 间 t 求 导 得 


Volzi) = 7 (HQr(t) — x(t — dQz(t — qd) 


人 (zi) = dz(t)2Z2(t) — |, js)Zi(s)ds 


综合 碎 (z4), 仍 (z1), 态 (zt) 可 到 


V (zi) 一 V(xi) 十 Va (ze) 十 Va(zt) 
T 


< [a 3 Wa 


其 中 

四 PA+ATP+Y+YT+AX+Q P4 一 了 AT 

ATP—YT™ dZ a |r| PH4 4 

由 Schur 补 引 理 可 知 , 式 (10.12a) 保证 了 3 < 0, 从 而 (zt) < 0, 系统 (10.1) 
渐 近 稳定 。 口 


从 定理 10.5 的 证 明 过 程 可 知 , 讨论 时 滞 系 统 的 时 滞 依 赖 稳定 判 据 的 基本 思路 
是 , 首先 将 时 滞 系 统 通过 模型 转换 ,， 变 成 含有 分 布 时 兆 的 形式 ,再 构造 一 个 合适 的 
Lyapunov 泛 函 ,对 Lyapunov 泛 函 沿 系统 状态 轨迹 求 导 ， 并 将 含有 分 布 时 滞 的 交 
叉 项 当 作 扰动 通过 不 等 式 界定 。 因 此, 不 同 的 交叉 项 界定 方法 与 模型 转换 方法 将 给 
出 不 同 的 稳定 性 判 据 , 并 具有 不 同 的 保守 性 。 

例如 ,如 果 构 造 系统 (10.1) 的 Lyapunov 泛 函 为 


t 


V(z1) = 2TH) Pa) + / zT(s)Qz(s) + 全 / (OATXAsz(O)d0ds (10.16) 
—dJtis 


t—d 
其 中 P,Q, XX 为 对 称 正定 矩阵 。 对 V(xi) 求 导 并 通过 Park 不 等 式 放 大 交叉 项 

z(t)]' TPC(MTX+IDX-I(XM+I)P PMTXAa] [z(t) 
| | ATXMP ATXAa | [| 
并 引入 W = XMP, V = dX, 得 系统 (10.1) 的 另 一 个 时 滞 稳 定性 判 据 为 : 给 定 标 
量 必 > 0,， 线 性 时 滞 系 统 (10.1) 对 满足 0 < d < qd* 的 任意 滞后 时 间 d 是 渐 近 稳定 
的 , 如 果 存 在 对 称 正定 和 矩阵 P,Q@, V 和 和 矩阵 W 满足 


—27x (t)PAaz(s) < | 


Q1 -WTrAs ATATV d*(W+P) 
—ATW 一 ATATV 0 
0 = d 9 dd (10.17) 
VAsA VAsAy 一 好 0 


d(W+P) 0 0 _V 
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其 中 Pr = (4+Aa)TP+P(A+ Aa) + WTAs+ ATW +Q。 

在 定理 10.5 基础 上 , 很 容易 给 出 时 滞 依 赖 鲁 棒 稳 定性 条 件 如 下 。 

定理 10.6 ”考虑 系统 (10.11)， 其 中 w(t) = 0。 给 定 dr > 0， 该 系统 对 满足 
0 和 d < dr 的 时 灌 4 是 鲁 棒 稳 定 的 ， 如 果 存 在 对 称 正 定 和 矩阵 P，Q@，2Z， 对 称 算 阵 
X 与 矩阵 Y 满足 (10.18) 和 (10.12b)， 


S11 P4 -7 dh4I7 PM NI 


ATP—YT —Q d* ATZ 0 NT 
d*ZA dZAy 42Z JZM 0 |<0 (10.18) 
MTP 0 dMIZ I 0 
Ns Na 0 0 一 了 


其 中 马 1 与 式 (10.12) 中 定义 相同 。 

证 明 ”由 定理 10.5, 将 式 (10.12) 中 4 与 4 分 别 用 4+A4 与 4 十 A4y 代 
替 , 得 系统 (10.11) 是 鲁 棒 稳 定 的 , 如 果 存 在 对 称 正定 矩阵 P, 8, 2 和 对 称 和 矩阵 X 
满足 式 (10.19) 与 式 (10.12b) 


Si P(As+AAN)-Y dA+AA)TZ 
S= | (As+AAN)TP-YT -Q d*(As+AAz)TZ | <0 (10.19) 
d*Z(A+AA) d*Z(Aa+ AAa) —d*2 


其 中 三 1 = P(L4+A4)+(4+A4)TIP+Y+YT+dX+TQ。 
代入 A4 与 A4z 的 表达 式 , 可 知 5 可 以 分 解 成 标 称 项 与 不 确定 项 之 和 

S=E+ GF + YI FG <0 

其 中 PH 

$= 0 ， =[N。 Na 0] 

daZM 

由 此 可 知 三 < 0 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 标量 s > 0 使 得 
三 +e@GI+Tec- 1ZTZ <0 


在 该 不 等 式 两 边 都 乘 以 e, 将 eP, <@, eZ, eY 用 P, Q, 2Z,Y 代替 , 并 运用 Schur 
补 引 理 , 可 得 式 (10.18)。 口 
进一步 ,由 定理 10.6 容易 得 出 以 下 的 鲁 棒 控 制 器 设计 算法 。 
定理 10.7 ”给 定 标量 d* > 0， 系 统 (10.11) 对 满足 0 < d < d* 的 任意 时 滞 d 
是 鲁 棒 可 镇 定 的 , 如 果 存 在 对 称 正定 矩阵 巨 , @, Z，, 对 称 和 矩阵 对 ,与 算 阵 L,Y 满 
足 
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QO AsP-Y de(4E+TBIT M (NP+N,L)T 
BAT_-¥ -0 dPAT 0 PNT 
O= |a(ABP+BL) d*AsP 一 dr drMT 0 <0 

MT 0 d* MT 一 了 0 

NaP 十 Ab NaP 0 0 一 了 
(10.20a) 
X 了 1 >n0 (10.20b) 

[pr pap]> 
V7 工 


其 中 911 = A4P+PA+BL+LTIBT+Y+Y 
这 时 , 状态 反馈 和 鲁 棒 控制 器 为 
ut) = LP- z(t) 


证 明 ”将 状态 反馈 控制 器 w(t) = Kzx(t) 代入 到 系统 (10.11), 得 到 如 下 的 闭环 
系统 : 


z(t) = (4 上 +BK+TMFUOUN + Ne)z(t) + (Aa + MF(E)Na)z(t 一 加 


将 (10.19) 中 4 与 N。 分 别 用 4 十 BK 与 Ns ++ NoK 代替 。 在 (10.19) 的 两 边 
都 乘 以 diag{P-1, P-1,2-1,7 了 ,1}， 在 (10.12b) 的 两 边 都 乘 以 diag{P-!,P-!}, 令 
P= P!,@= PiQP-!, 针 = P-IXP-L YY = P-iYP-1, L = KP-!， 即 得 
(10.20)。 

遗憾 的 是 ，(10.20b) 并 不 是 LMI， 从 而 导致 控制 器 设计 的 困难 。 获 得 LMI 的 
最 简单 的 方法 是 直接 令 2 = P, 但 是 不 可 避免 地 引入 了 额外 的 保守 性 。 如 果 引 入 
额外 的 矩阵 , 可 以 给 出 如 下 的 迭代 求解 算法 , 大 大 降低 结论 的 保守 性 。 

引入 矩阵 5 满足 P2-1P > 5, 同时 , 由 于 P27-1P >'5 等 价 于 P-12P-1 < 
5-1， 从 而 (10.20b) 等 价 于 


总 5] > [2 ;1 | 20 
[yr S51 ? [|B-! 2-1|” 


+ RZ) 
s.t. (10.20a) 

YY 0 T J >0 
[gr 5|> ， 7 中 > (10.21) 
S$>0,7>0,R>0 
E I |， 7 7 | 

_ | 之 0， -| 之 0， -| 二 0 
I | I J I RR 
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如 果 上 述 优化 问题 的 解 是 3n, 即 trace(TS+.JP+R2Z) = 3n, 则 可 以 说 (10.11) 
是 鲁 棱 稳定 的 , 且 和 鲁 棒 反馈 控制 器 为 u(t) = LP-1z(t)。 与 (10.20) 相 比 , (10.21) 虽 
然 难以 获得 全 局 最 优 解 , 但 是 在 计算 上 , 要 比 (10.20) 简单 得 多 。 实际 上 ，, 基于 线 
性 化 方法 , 有 

算法 10.1 不 等 式 (10.20b) 的 迭代 求解 算法 。 

Step 1 选择 一 个 充分 小 的 d 满足 (10.20a) 和 (10.21), 令 do = a; 

Step 2 选择 一 组 可 行 解 (万 ,Qo0, 2Z0, 训 0, 六 ,To, .bp, Ro) 满足 (10.20a) 和 
(10.21)。 令 k* = KR。 


Min trace(705 + TSo0+ JoP+ JP+ RoZ+ R20) 
s.t. (10.20a), (10.21) 
Step 4 令 Biri =P, 内 = J, S41 = 9， Tl 二 个， R41 = Rh， Zh41 
= 
Step 5 如 果 (10.20b) 满足 , 令 中 = d, 令 4 增加 一 定 值 后 返回 Step 2。 
如 果 (10.20b) 不 满足 ， 则 得 系统 鲁 棒 可 镇 定 的 最 大 时 滞 为 a+， 退出 迭代 。 否 则 令 
大 二 天 十 1， 返 回 Step 3。 
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目前 时 灌 系统 鲁 棱 镇 定 问 题 的 研究 大 部 分 针对 连续 时 间 系 统 ， 离 散 时 滞 系 统 
方面 成 果 较 少 , 主要 原因 是 离散 定常 灌 系 统 可 以 等 价 转 化 为 高 维 无 时 湿 的 离散 线 
性 系统 , 这 样 可 以 借助 于 离散 线性 系统 的 控制 律 设计 方法 来 设计 控制 律 , 而 后 者 的 
研究 已 经 非常 成 熟 。 但 是 当时 滞 未 知 时 ,这 一 方法 不 再 有 效 。 另 一 方面 , 采用 这 种 
方法 时 , 控制 律 设计 算法 维 数 很 高 , 增加 了 设计 难度 。 本 节 考 虑 到 这 一 问题 , 采用 
Lyapunov 理论 研究 不 确定 离散 时 滞 系 统 的 时 滞 依 赖 鲁 棒 镇 定 问题 。 

考虑 以 下 不 确定 离散 时 潇 系统 : 

zx(k+1)= (A+AAz(k) + (Aat+ AAa)z(k — d+(B+AB)u(k) 

rz(k)= p(k),, -dgkg0 


其 中 z(k) < R" 为 状态 向 量 ,w(k) < Rm 为 控制 输入 向 量 ，A，Ags，B 为 具有 适 
当 维 数 的 常数 矩阵 ，d > 0 为 系统 的 状态 洁 后 时 间 ，y(k) es R” 为 系统 的 初始 条 
件 , AA4, AAa, AB 为 适当 维 数 的 未 知 和 矩阵 , 表示 系统 的 不 确定 性 , 并 具有 以 下 形 
式 : 1 


(10.22) 


[AA AAs AB]=MF(K)[N, Na RN 
其 中 M，N。，Na，NN 为 适当 维 数 和 矩阵 ，FF(k) 为 未 知 矩 阵 ， 并 满足 范 数 有 界 条 件 


FT( 人 RE) <I 
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与 连续 时 滞 系 统 类 似 ， 我 们 给 出 无 输入 标 称 系统 (10.22)， 即 系统 (10.8) 的 渐 
近 稳 定性 条 件 。 . 

定理 10.8 ”给 定 标量 d+ > 0, 时 滞 系 统 (10.8) 对 满足 0 < dx< 的 任意 时 灌 
a 是 渐 近 稳定 的 , 如 果 存 在 对 称 正 定 矩 阵 PP，Q@，2,， 对 称 半 正定 矩阵 X11， X22 及 
矩阵 X12。，N1，N2 满足 


a T2» (4A-DIP ad(A— 1)TZ 
Pa TI ATP d* ATZ 
= 12 六 4 4 <0 (10.23a) 
P(A-T) PA —P 0 
dZ(A-T) d2ZAa 0 -42 
X11 X12 Ni 
X=|1X% X22 N22|>0 (10.23b) 
NT Ni 2Z 


其 中 
Ti1=P(A-D)+(4- DP+N+NI +Q+a Xn 
D2= PAgs+NI — N+ad*Xi2 
Pa = —Q@— Ns — Ni + d*X22 
证 明 ”构造 Lyapunov 泛 函 为 


V(zx) = x (Kk)Pr(k) 十 > ZT (0)Qr(0) 十 » 3 y(s)Zy(s) (10.24) 
0=k~—d 0=—ds=k+0 
其 中 y(s) = z(s 十 上 一 z(s)。 
很 显然 , y(s) 满足 


k—l 
x(k) = 7(k—d)+ > vy(0) 
oe—d 
对 V(zx) 沿 系统 (10.8) 的 状态 轨迹 求 前 向 差分 可 得 


AV(zi = x Tk+1)Pr(k+1)— wT (k)Pr(k) + x (Kk)QI(K) — zk — dQzr(k — dd) 
+ dy (kK)Zy(k) 一 F000 
= 27" (k)Py(k) + yr Pu) + dy (k)Zy(k) + x" (k)Qz(K) 
-ar -Os(k ai 并 rz 
oR a 
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对 于 任意 适当 维 数 矩阵 Ni ，Na,， 式 (10.25) 成 下 
天 一 1 
2 人 (ro 十 2ZT(E 一 DN ) (a —z(k—d)— > v0) ) =0 (10.25) 
6-d 


另 一 方面 , 由 (10.23b) 可 知 [oe X12 


> 0 从 而 
Xi2 x | 


大 一 1 天 一 1 
ET (KXER) — YE (KXER) >0 


Ek—d* 天 一 过 


dreT(E)XE(E) 一 De (10.26) 


在 AV(xk) 的 左边 考虑 (10.25) 和 (10.26), 得 
kK—l 


AV(zx) se — 2 COX 
=k— 


0 d 


其 中 


=| | WW 


z(k) 
一 7 [ys AT [e+enla-7 Aal, <(k)= i 


y(0) 
由 Schur 补 引 理 可 知 ，(10.23) 保证 了 有 和 0 和 和 > 0,， 从 而 AV(xx) < 0， 从 而 系 
在 定理 10.8 的 基础 上 , 容易 得 到 系统 (10.22) 的 鲁 棒 稳 定性 条 件 如 下 。 
定理 10.9 “考虑 系统 (10.22), 其 中 wu(k) = 0。 给 定 标量 必 > 0, 该 系统 对 满 
足 0< dg aq 的 时 滞 ad 是 鲁 棱 稳定 的 ， 如 果 存 在 对 称 正 定 和 矩阵 已 Q@，2 ， 对 称 半 
正定 矩阵 X11， X22， 及 算 阵 Xiz，Ni ，Na 满足 (10.27) 和 (10.23b)， 


Ti ma (A-DIP 必 (4-71T7Z PM NT 
7 T22 AJP d*AlZ 0 NT 
Po P(A-1) PAa 一 忆 0 PM 0 <0 (10.27) 
dr2Z(A-T) drZAa 0 一 必 2 UZM 0 
MTP 0 MTP dMTZ 一 7 0 
Na Na 0 0 0 一 7 


其 中 帮 1， 厂 。，T[22 与 (10.23) 相同 。 
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证 明 将 (10.23a) 中 的 A 与 hy 用 A+Ah 与 4s 人 Aha 代入 , 并 注意 到 A4 
与 A4u 的 表达 式 可 知 ,系统 鲁 棒 稳 定 的 充分 条 件 是 存在 对 称 正 定 和 矩阵 P, Q@,，2， 
对 称 半 正 定 扼 阵 Xi ，X2z， 及 矩阵 X12，Ni，N2 满足 (10.23b) 与 


T+EF(E)V + TIPTKEGT <0 (10.28) 
其 中 PM 
0 
$= ， WW=[N,。 Na 0 0] 
PM 
drZM 


同时 (10.28) 对 于 所 有 满足 FT(k)F(k) < 了 的 了 F(k) 都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 

存在 一 标量 。 > 0 使 得 
六 +ecG6G5T +e ly rvy<0 

在 该 不 等 式 的 两 边 都 乘 以 s, 并 将 =P, eQ, eZ, eXi1, eX22, EX12， ENi, esNa 分 别 
用 已 Q@，2，X1，X2s，Xia，Ni，Na 代 换 ， 并 运用 Schur 补 引 理 , 可 得 (10.23b) 
和 (10.27)。 口 

定理 10.10 ”给 定 标量 dr > 0, 系统 (10.22) 对 满足 0 < d < 4* 的 时 洁 d 是 
和 鲁 棒 可 镇 定 的 ， 如 果 存 在 对 称 正定 矩阵 P,Q@，Z， 对 称 半 正 定 和 矩阵 Xi，Xaz， 及 
矩阵 Xi?，Ni，Na, Y 满足 


万 ; Hs Ts gs M (NeP+NoY)T 
好 Ho PAT ad*PA? 0 PNT 
I ATP —P 0 M 0 
= 3 4 _ < 0 (10.29a) 
ad* ITS dAsP 0 -2 M 0 
MT 0 MT MT -I 0 
NP+BY NaP 0 0 0 一 了 
X11 X12 Ni 
X=|Xb X22 Na >0 (10.29b) 
NT NT P27-1P 
.其 中 


Im1=(A4- TBP+P(A- TT+HBY +YTB+N + NT +O+d Ki 
Ii2= AsP+NIi— N+d*Xi2 

Ins= (AP— P+BY)T 

Taz = —@— Na — NY + d* X22 

这 时 , 鲁 棱 反馈 控制 器 为 


ulk) = YP zr(k) 
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证 明 将 wp) = Kz(k) 代入 到 (10.22) 得 如 下 闭环 系统 : 
z(k+1)= (A+BK+ MFCE(NG + NeK))z(k) + (Aa + MEF(K)Na)zr(k— ad) 


因此 ， 在 (10.23) 中 的 A4，N。 分 别 用 4+ BK 与 Nu + NoK 代 换 ， 在 不 等 式 
(10.23) 的 两 边 都 乘 以 diag{P-', P-!1, P-1,271, 了 ,1}， 在 (10.23b) 的 两 边 都 乘 以 
diag{P-!,P-!,P-!}, 并 令 P=P-!,0= P10QP!, ZZ= 27!1, Kil = PIX 
P-!1, X12 = P-1X1oP-!, R22 = P 1X22P 1, Ni = P-LINIP-1 Na = P-LNaP-L， 
KP = 站, 则 得 (10.29)。 

为 了 求解 (10.29b), 一 种 简单 的 方法 是 直接 令 2 = 互 。 当 然 , 也 可 以 采用 类 似 
于 算法 10.1 的 迭代 求解 法 来 获得 保守 性 更 小 的 控制 器 设计 算法 。 


10.3 不 确定 时 滞 系 统 的 鲁 棒 万。 控制 
10.3.1 “时 滞 系 统 的 时 滞 无 关 五 -。 性 能 分 析 


考虑 如 下 的 线性 时 滞 系 统 : 
£(t) = Az(t) + Aazr(t — d) + Bw(t) 
z(t) = Cz(t) + Dw(lt) (10.30) 


z(t) = 9(t), -dsgtsg0 


其 中 z(t) € R" 为 系统 的 状态 向 量 , w(t) € R? 为 系统 的 外 部 扰动 输入 ,z(t) € RR? 
为 系统 的 被 调 输 出 ，4，B, C, D 为 已 知 的 实 常数 矩阵 ，d 为 状态 滞后 时 间 。 
定义 10.3 ”系统 (10.30) 具有 玖 - 性 能 7， 如 果 对 于 给 定常 数 Y > 0， 系统 
(10.30) 是 渐 近 稳定 的 , 且 从 扰动 输入 w(t) 到 被 调 输出 z( 传递 函数 的 态 , 范 数 不 
超过 y, 即 在 零 初始 条 件 z(t) = 0, te [-d,0] 条 件 下 , ||z(t)llz < Ylw(2)l2, Vw(t) € 
L210, oo0]。 
可 以 看 出 , 系统 的 了 H 性 能 反应 了 系统 对 外 部 扰动 的 抑制 能 力 。 互 。 越 小 , 系 
统 对 外 部 扰动 的 抑制 能 力 越 强 , 系统 的 性 能 越 好 。 
以 下 定理 给 出 了 系统 (10.30) 具有 五 性 能 > 的 条 件 。 
定理 10.11 给 定 y > 0, 系统 (10.30) 具有 sw 性 能 y， 如果 存在 对 称 正定 
和 矩阵 P,Q 满足 
4TP+P4+Q Phs PB CT 
ATP -Q 0 0 
BTP 0 ->yT DT 
C 0 万 -~ 


<0 (10.31) 
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证 明 ”针对 系统 (10.30), 构造 Lyapunov 泛 函 


V(zi) = 2 (t) Pr(t) + / l rz (0)Qr(0)d0 
t—d 
其 中 P,Q@ 为 待定 的 对 称 正定 矩阵 。 
由 (10.31) 可 知 


ATP+PA+Q Phy 
0 

| ge 

根据 定理 10.1, 系统 (10.31) 在 w(t) = 0 时 是 渐 近 稳定 的 。 
在 零 初 始 条 件 下 ,考虑 性 能 指标 


J(w) [ (12700)20) -yoT (0) )at 


[0, oo], 根据 Lyapunov 泛 函 的 性 质 和 零 初 始 条 件 可 知 


YT (z(t) — yu Tb) + Vr) )dt — V(r(o0)) 


人 
EE 
S— 
2 8 人 人 
> 站 


7 2T()a(t) — pT (P(t) + V(r) dt 
/ (22™ (1) Pa(t) + x (tO -rT(t— dQzr(t -qd) 
0 
FY-1(Cz(t) + Dw(t)T (Ce(t) + dw(t)) — oT (wld) )dt 


=/ EDS6Gdt 


PA+ATP+Q+Y ICTC PAg PB+7Y OTD 
ATP 


z(t) 
-QQ 0 ， €(t) = | z(t—d) 
BITP+Y DTC 0 -7yI+7Y 1DTD w(t) 
由 于 Schur 补 引 理 可 知 ，(10.31) 等 价 于 三 < 0, 从 而 J(w) < 0, 即 
/ z(t)z(t)dt < 2 上 wl (tw(t)dt 
0 0 
从 而 系统 具有 玉 ,, 性 能 >。 口 
10.3.2 ”时 滞 系 统 的 玉 控制 器 设计 


考虑 如 下 的 不 确定 时 滞 系 统 ; 
z(t) = (AFAAzE) + (Aa + AAa)z(t -qd) + (B+AB)u(t) + Bouwlt) 
z(t) = Oz(t) 


(10.32) 
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其 中 z(t) e R” 为 状态 向 量 ，w(t) <E Rm 为 输入 向 量 ，w(t) < R? 为 扰动 输入 向 

量 , z(t) < Rs 为 被 调 输出 。d > 0 为 状态 滞后 时 间 。A，B，B,, C 为 适当 维 数 的 常 

数 和 矩阵 。 AA4，AAs， A 人 AB 为 未 知 矩 阵 ， 表示 系统 的 不 确定 参数 , 且 具 有 以 下 形式 : 
[AA AAs AB]MF(U)IN, Na N,] 


其 中 M,N, Nop; Na 为 已 知 的 定常 矩阵 , F(t) 为 未 知 矩 阵 , 且 满 足 FT(E)F(t) 和 7。 
首先 给 出 无 输入 标 称 系统 (10.32) 的 时 沸 依 赖 有 界 实 引 理 。 
定理 10.12 ”考虑 系统 (10.32), 其 中 F(t) = 0, 的 =0。 给 定 必 >0, 7>0， 
该 系统 对 任意 0 < d < dr* 的 滞后 a 都 是 渐 近 稳定 的 ， 且 具有 五 性 能 Y,， 如果 存 


R: R2 Wi Wa 
在 对 称 正定 和 矩阵 Pl, S$, R= [a | 怎 隆 己 , Ps, W = | | 满 下 


G1 2 PIB, dWT+P) a(Wi+P) 一 HT4 CT 
S22 PYB, d* WT dWIT+PI) WIAs 0 


en 


水 
水 水 一 2 了 0 0 0 0 
S=| * 六 * 一 心 呈 1 —d* R2 0 0 | <0 
玉 * 水 —d* RI —ad* Rs3 0 0 
六 水 * 水 一 各 0 
* * 六 六 炒 米 一 了 
(10.33) 
其 中 
211 一 (40 十 Aa)Th 十 Py (A 十 Au) 十 (WF¥ Aa 十 AT Ws) + 
S12 一 PP 一 FT 十 (A+ Au) P+ ATWa 
322 = —P3— Py +d*ARsAa 
证 明 引入 向 量 y(t) = z(t), 无 输入 标 称 系统 (10.32) 可 以 写成 
tt) = yt 
) (10.34) 


y(t) = Az(t) + Aaz(t — d) + Bu,w(t) 
即 
L(t) = y(t) 


0=—yt)+ (A+ Aa)z(t)— Ag | var + Bu,w!(t) 


或 者 ， 等 价 地 写成 , 
A aer 国 mm ms 
针对 系统 (10.35), 构造 Lyapunov 泛 函 为 


woo OT sr frost 
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:ff s)AT Rs Azy(s)dsdr (10.36) 
其 中 
=|» | P>0, §>0, Ri3>0 
BB, 
注意 到 

TO] pp {TOT rip, 

We sr [| =* (Rs 
我 们 有 


中 [so]) -ons0 -sls0] “[) 
定义 系统 的 瓦 - 性 能 指标 为 
J(w) = [ (2T(0)z(0) = yuT (E(t) jdt (10.37) 
对 V(zi) 沿 着 系统 (10.32) 的 轨迹 对 时 间 t 求 导 得 


zT(t)z(t) 一 yw (twtlt) 十 V (zi) 
= (0) SE) + z(t)z(t) — z(t— dsr(t—d) 


+t 
- / yT(7)AT Ra Aay(7)dr + n(t) 
t—d 


z(t) 
《人 一 | yt) |， = 
w(t) 


_ -| 0 四 | 0 Pr 0 
4+4 -1| LA+As1 -I 0 dATRsAT 


"0 2] ,loo)™ al 


n(t) < 广 Wy | | PT(MTR+ DR-I(RM+DP Wd dr 


十 1 y (rT)dr[0 AT]RMP | 


其 中 


| 


[I0 BIJP -327 


由 Park 不 等 式 可 知 


+ /slo IR [a snar 
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~ Wa Ri Ro 、— 
定义 W = RMP = 大 | 并 分 解 电 为 有 = | 局 尼 | ,运用 Schur 补 
引 理 可 得 (10.32)。 口 
我 们 考虑 状态 反馈 控制 器 w(t) = Kz(t)。 将 u(t) = Kz(t) 代入 到 (10.32), 并 
令 F(t) = 0 可 得 标 称 闭环 系统 为 


[可 


i(t) = (A+BK)zZ(t) + Aaz(t ~ d) 
z(t) = Cz(t) 


因此 , 把 (10.33) 4 用 4 + BK 代 换 , 就 可 以 利用 定理 (10.12) 的 结论 来 解决 状态 
反馈 控制 器 设计 问题 。 
令 


1 [9 0 六 [Ri 12 5 ol 
”一 [a ol R= [到 gl ?53 
在 (10.22) 的 两 边 都 匀 以 diag{Q,T},， 为 了 得 到 LMI, 令 W = eI， 其 中 e 为 常 
数 ，KQ1 =Y。 这 时 , 可 以 得 系统 的 反馈 控制 器 设计 算法 如 下 。 
定理 10.13 ”给 定 必 > 0,e 7 > 0， 时 洁 系 统 (10.32) 在 F(t) = 0 时 对 满足 
0 和 qd < qd* 的 任意 时 滞 d 是 可 镇 定 的 , 且 闭 环 系统 具有 Hs 性 能 y, 如 果 存 在 正定 


对 称 短 阵 Q1, 及 = | 训 。 和 | ，5， 短 阵 ga， Ga, 满足 
Riz P22 
2 T2 0 6R1 6R2 0 QQ: QCT 0 d* QI AT 
* T7222 B, 6RF 6Rs eAa5 0 0 0 dQFT AT 
林 * 一 727 0 0 0 0 0 0 0 
六 * dR -dR, 0 0 0 0 0 
* * 水 * —d* Ra 0 0 0 0 0 
T= 一 <0 
水 水 不 水 一 六 0 0 0 0 
* * * 六 水 水 一 5 0 0 0 
水 水 水 炒 来 水 水 一 了 0 0 
* * 水 米 水 水 水 水 —d*Ri —d* R» 
站 水 水 * * 水 * 水 * —d* Rs 
(10.38) 
其 中 
0 一 1 十 6 
Ti1 = Q2 + QF 


T12=Q3— QF+Q(A+ Aa)T +eQAT +YTBT 
TY22 = —Qa — QF 
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这 时 , 状态 反馈 控制 器 为 
u(t) = YQTz() 1 
最 后 , 考虑 不 确定 参数 F(t)。 将 (10.38) 中 的 4, hg 与 召 分 别 用 4+A4, 6Aa+ 
Aha, B+AB 代 换 , 得 如 下 的 鲁 棱 状态 反馈 控制 器 设计 算法 。 
定理 10.14 给 定 dr > 0,e,7 > 0, 不 确定 时 滞 系 统 (10.32) 对 满足 0< qd 和 在 
的 任意 时 滞 d 是 可 镇 定 的 ， 且 闭环 系统 具有 瑟 性 能 7， 如 果 存 在 正定 对 称 和 矩阵 


_ Ri RR _ _- 、 
Qi, R= [a 到 |， 5, 矩阵 Qs，Qa, Y, 标量 el > 0, sa > 0 满足 
12 22 


7 E11l I lap¥ /iA I 


ely 一 El 了 0 0 0 
= I 0 —eiT 0 0 <0 (10.39) 


e217 0 0 一 E2 了 了 0 
7 0 0 0 一 E2 了 7 


其 中 

0 一 1 二 

m2=[0 Mr 0000000 0 

Ms=[0 (Net+NaQiteNaQi+NY 0000000 ol 

Hs=[0 00000000 MT] 

Ms= [NaQ2 dNaQ2 0 .00000 0 0) 

这 时 , 和 鲁 棒 状态 反馈 控制 器 为 

u(t) = YQT Z(t) 
证 明 ”由 AA4, AAha, AB 的 形式 可 知 , 系统 是 鲁 棒 可 镇 定 的 , 如果 
T+IL(tI + NFT(t)n + mF + F(t <0 
而 该 矩阵 不 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 标量 s; > 0, e2 > 0 满足 
T+elbly +er' ly lst+elal +ey!ly ls <0 


运用 Schur 补 引 理 , 可 得 (10.39)。 口 
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考虑 以 下 不 确定 离散 时 滞 系 统 : 
z(k+1)=(A+AA)zK) + (Aat+ AAg)z(k— d+(B+ABu(E) 
zx(k) 一 p(k), ke [=a, 0] 


(10.40) 
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其 中 , x(k) € 有 R" 为 状态 向 量 , u(k) e R™ 为 输入 向 量 , d > 0 为 整数 时 洁 , 4, hy, B 
为 已 知 的 定常 矩阵 。A4，A4u，AB 为 时 变 函 数 , 表示 系统 的 不 确定 性 ， 并 满足 

[A4 AB]=FF(kE)[H: Ha],AAa = EoF(k)H 


其 中 ;Hj;, (i = 1,2,7 = 1,2,3) 为 已 知 的 具有 适当 维 数 的 定常 矩阵 ,不 确定 矩阵 
Fi(t) 满足 以 下 的 范 数 有 界 条 件 : 


FI(K)FR(kR) & I i=1,2 
对 于 系统 (10.25), 定义 如 下 的 二 次 成 本 函数 : 


J = 和 ZTE)Gz(R) + ur (k)Ru(k)) (10.41) 
k=0 
其 中 Q@ 和 R 为 给 定 的 对 称 正定 矩阵 。 
我 们 首先 研究 无 输入 情形 , 即 w(k) = 
定理 10.15 ”如 果 存 在 对 称 正定 矩阵 己 ,， S51, S52, 和 矩阵 已 , PB, Wi, Wa, Wa， 
M1，M2， 以 及 标量 sy > 0 和 sz > 0 使 得 以 下 LMI 成 立 : 


f211 {212 PriAs-M PIE Pih, 
025 {222 PiAs—-M。 PIE PTE 
Q=|ATPB— MI ATP— MI -St+eaHaHi 0 0 |<0 (10.42a) 
EiP, ETP, 0 —E] I 0 
FTP ETP, 0 0 ~e2l 
W: Wa2> Mi | 
Wi Was M2|>0 (10.42b) 
MY MI D1 


其 中 
Di = PIA- D+A- DITP+dW tM + MI+reHH+Ss+Q 
M2=P- P+(A- DTP+adW+ Mi 
f222 = -Py — PY + P+ dWs + dS 

则 对 于 所 有 容许 的 不 确定 性 , 系统 是 鲁 棒 稳定 的 ， 且 成 本 函数 满足 


一 1 0 一 


J 过 历 =zZT(0)Piz(0)+ 》 rT(0)52r(0)+ 入， yr(s)Siy(s) (10.43) 
0=—d 0=—d+1 s=—1+0 


其 中 y(s) = z(s 上 +1) -2z(s)。 
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证 明 ”为 了 符号 描述 方便 , 定义 


A(K) = AT AA(K), Aa(k) = Aa+ AA(Kk) 


则 有 
T(Ek+1)= A(k)T(k) + Aa(k)z(k—d) 
k 

= (A(k) + Aa(k))z(k) — Aalk) >, v0 

| 0=k—d 

很 显然 , 上 式 等 价 于 
k 
0= (A(K) + Aa(k) ~ TD)z(k) 一 — Aa(k) 》 y(0 (10.44) 

0=k—d 


定义 Lyapunov 泛 函 如 下 : 
kl 0 k—1 


V(Zk) = 7 (KPZ(k) + >》 rT(0)S2z(0)+ > >》 yr(s)Siy(s) (10.45) 


8=k—d 0 一 一 d 十 1 s=k—1+0 
沿 着 系统 (10.40) 的 状态 轨迹 , 取 (zk) 的 前 向 差分 为 
AV(zk) = 27 (KPYy(k) + rT (kK)S2T(k) + yT(K) CP, + hSi)y(k) 
1 


天 一 
— ZiT(k— dsr(t — h)— y (0)S1y(0) 


考虑 到 (10.44), 有 


其 中 


使 用 Moon 不 等 式 界定 交叉 项 


sor Soho ELT | pe 


0=k—d 8=k—d 


. 174 . 第 10 章 ”不 确定 时 洁 系 统 的 鲁 棒 控制 


0 


= dn (kWn(k) + 2nT (k) (x 一 PT a0 


| (ze(k) ~ z(k -dd)) 


+ > yr(0)Siy(0) 


9=k—d 


其 中 W，M， S51 具有 适当 维 数 ， 且 满足 


之 0 
M 91 


由 此 , 可 以 得 
0 
AVy(zb) < nk) Dok) + 27T (Kk) (= [| 一 7] zr(k—d) 


+ ri(k—d(eaHIH2 — So)r(k—d) — 7 (k)Qr(k) 


其 中 
0 I 0 11 
v=P™|,) + | P+dwW+[IM 0] 
MT eiHFH1+S2+Q 0 “< xr[0 
+| 0 | | 0 2 问世 |? 
其 中 sl > 0 和 es > 0 为 任意 变量 。 
定义 
z(k) y pr| 9 |-u 
é(k)= | yk) |,， = 人 上、 Aa 
z(k—h) [0 Ai]P-M 一 92 + Ee2H; H2 
则 有 
AV(zy) & ET (KR) TER) — x (k)QrK) 
分 解 W 和 MM 为 
Wi 他 2 Mi 
w= [yw 四 |， wz 


则 由 Schur 补 可 知 ，(10.42a) 等 价 于 忆 < 0。 因 此 有 
AVY(zk) < —AMmin(Q)Nz(R) 


从 而 
zk)Qzk) < —AV (rx) 
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把 该 不 等 式 两 边 累加 求 和 , 得 


> Z (5JGOZ(E) < V(ro) 


= xT(0)Pz(0) 十 + 5 的 Sazfb) 十 人 3 T(s)S1vy(s) 
bg=—d 0=—d+l1 s=—1+0 
从 而 获得 性 能 指标 上 界 。 口 
下 面 讨论 控制 器 设计 问题 ,目的 是 设计 无 记忆 状态 反馈 控制 器 u(k) = Kz(k) 
使 得 闭环 系统 是 鲁 棱 稳定 的 , 同时 使 得 成 本 函数 小 于 一 给 定 值 。 
把 控制 器 wv(k) = Kz(k) 代入 到 (10.40) 得 到 如 下 的 闭环 系统 : 


z(k+1)= (A+BK+AA(kK) + AB(E) RK)z(K) + (Aa + AAar(k))z(k — d) (10.46) 
Zz(k) = p(k), ke ld,0l 


定理 10.16 ”如 果 给 定 标 量 es > 0， 存 在 对 称 正定 矩阵 BL，51，52。， 和 矩阵 
Wi, Ws, Wa, Bb, B, Y, 和 标量 El >0，s2 > 0 使 得 


(211 f212 0 0 五 (1216 PY hPF PB YT 
* f22 (1~e)Ahas, 0 0 0 页 di 0 0 
冰冰 一 52 52pBdL 0 0 0 0 0 0 
* 水 来 一 E2 了 0 0 0 0 0 0 
* * * * -3 0 0 0 0 0 
* * * 水 六 ell 0 0 0 0 < 
* * * * * 一 h 0 0 0 
* 水 水 炒 * * * —dS1 0 0 
水 * * 六 * * * —Q-! 0 
水 * * 水 六 水 * 水 水 —R-! 
(10.47a) 
Wi Wa 0 
民 Ws 5 >0 (10.47b) 
0 eS1AT S51 


其 中 
1 = B+ Pi + dW 
fs = P(AT+eAT -T+YTBT -Pi+P+dW, 
f16 = PHT + YTHs 
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2 
{222 一 _B 一 Py 十 DeBiBr 十 adWs 
i=1 


则 闭环 系统 是 鲁 棒 稳定 的 ,同时 成 本 函数 满足 
D7 (Kk)Qz(k) < V(ro) 
k=1 


一 | 0 一 二 


= 2zT(0)Pizf0) 十 >》， ZIT(0)S2z(0) 十 >》， >》 ， 2T(s)S1y(s) 


8=~d 0=~d+1 s 一 一 1 十 6 
其 中 y(9) = zx(9 十 1) 一 xz(0)。 此 时 , 鲁 棒 反馈 控制 器 为 
u(k) = YP lr(k) 


证 明 ”控制 器 w(k) = Kz(k) 保证 闭环 系统 鲁 棒 稳定 同时 具有 保 成 本 性 能 的 
充分 条 件 是 (10.42) 满足 , 其 中 , 4 和 五! 分 别 用 4 + BK 和 Hi + HsK 代替 。 为 
了 得 到 LMI, 我 们 令 

rio 1 pr! 0 
Y= [a 1 [ppp | 
其 中 e 为 给 定常 数 。 定义 户 =Pi', B=PB!, 记 =-BPBB,Y= KBP,Ww -= 
Wi W, 
WI Ws 


P-T™WP-!= | | =57!, 5 = 697。 口 


10.5 注 记 


本 章 内容 由 文献 [1] 的 第 9 章 . 文献 [2] 的 第 4、 第 5、 第 7 章 , 文献 [3] 的 第 
7 章 , 文献 [各 ~[?7] 等 内 容 改写 。 


10.6 习 题 
1. 考虑 时 洁 系 统 (10.1)， 其 中 参数 矩阵 取 值 如 下 : 


-20 0 _10 
4=| 0 | ha = 加 | 
采用 定理 10.1 验证 系统 是 否 时 滞 无 关 稳定 ,如 果 不 是 ,采用 定理 10.5 验证 系统 是 
否 时 滞 依 赖 稳 定 ， 并 求 取 最 大 时 滞 d*。 
2. 考虑 标 称 离散 时 滞 系 统 (10.22)， 其 中 


0.8 0 一 0.1 一 0.1 
A= | | ; Aa 一 | ; B 
0 0.9 一 0.1 —0.1 


有 
[eee 
一 OO 
| 

by 

& 

员 
rr 
请 哺 ， 
一 

QO 

Ny 

pp 
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基于 定理 10.8, 计算 保证 系统 稳定 的 最 大 时 滞 d*。 
3. 考虑 标 称 时 洁 系 统 (10.32), 其 中 


9] 2 ,eres 


基于 定理 10.13, 计算 系统 的 稳定 区 间 并 计算 五, 性 能 指标 7。 
4. 考虑 系统 (10.40), 其 中 


1 0.01 01 0 1 01 0 
A= om 05) =|o ol -lo =m- oa 
0.01 0.5 0 0.1 0 0 0.1 


0.1 0.05 一 0.2 
Hi = ， H2 = 0， H3 = | d= 1, 


一 0.02 0.1 0.8 
0.1 0.1 1 0 


试 设计 状态 反馈 保 成 本 控制 器 , 并 计算 成 本 上 界 0。 
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本 章 介 绍 奇 异 线性 系统 鲁 棒 控制 理论 的 基础 知识 ， 包 插 稳 定性 理论 、Hs 范 
数 、 瓦 。 范 数 、LMI 方法 以 及 一 些 有 用 的 引 理 等 。 这 些 基础 知识 和 基本 概念 为 以 后 
各 章节 的 学 习 提供 理论 基础 。 


11.1 奇异 标 称 系统 解 的 可 容许 条 件 


与 前 面 讲述 的 标 称 系统 相 比 , 奇异 系统 的 特点 在 与 状态 矩阵 的 奇异 性 , 从 而 导 
致 了 它 的 解 存在 非 正则 解 与 脉冲 解 。 如 果 在 研究 奇异 系统 时 , 不 考虑 这 些 解 , 就 不 
能 保证 系统 的 动态 特性 甚至 是 稳定 性 。 为 了 排除 这 两 种 解 , 我 们 引进 了 解 得 可 容许 
条 件 , 即 一 个 系统 的 解 既 是 正则 的 , 也 是 无 脉冲 的 。 本 小 节 从 频 域 和 时 域 两 个 角度 
来 分 析 解 的 可 容许 条 件 。 

定义 11.10 给 出 奇异 标 称 自治 系统 


Ei(t) = Ax(t) (11.1) 
其 中 zx(t) € Rn Be R"x"，A € Rnxn， 矩阵 已 是 奇异 的 且 rankB =7r < n, 如 果 
系统 (11.1) 的 解 是 正则 、 无 脉冲 的 , 则 系统 (11.1) 的 解 是 可 容许 的 。 
11.1.1 ”基于 频 域 的 可 容许 条 件 


首先 ， 从 频 域 的 角度 出 发 分 析 奇 异 标 称 系 统 (11.1) 解 的 可 容许 条 件 。 

定理 11.1 ”如 果 系 统 (11.1) 满足 |sE - 4| 不 恒 等 于 0, 则 系统 (11.1) 存在 正 
则 解 。 

证 明 ”对 式 (11.1) 左右 两 边 同时 做 拉 氏 变换 ,可 得 


sEzx(s) — Ez(0) = 4z(5) (11.2) 

即 
(sE — A)zx(s) = Ez(0) (11.3) 
因为 ls 4| 不 恒 等 于 0, 根据 拉 氏 反 变 换 可 知 , z(t) 有 正则 解 。 口 


定理 11.2 ”如 果 系 统 (11.1) 满足 deg(|s 已 - A4|) = rankE, 则 系统 (11.1) 没有 
脉冲 解 。 
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证 阴 ”由 解 的 脉冲 性 条 件 ， 同时 对 式 (11.3) 进行 拉 氏 反 变 换 ， 即 可 得 到 :; 如 
果 deg(|sB 一 4|) = rankB, 则 z(t) 没有 脉冲 摄 动 , 即 系统 (11.1) 没有 脉冲 解 。 口 

通过 以 上 两 个 定理 的 总 结 可 得 , 奇异 系统 (11.1) 基于 频 域 的 可 容许 条 件 描述 
如 下 。 

定理 11.3 如 果 系 统 (11.1) 满足 |sB - 4| 不 恒 等 于 0 和 deg(|sE 一 4|) = 
rank， 则 系统 (11.1) 解 是 可 容许 的 。 

证 明 ”通过 以 上 的 定义 与 定理 即 可 得 证 。 口 


11.1.2 ”基于 参数 的 可 容许 条 件 


在 这 里 , 我 们 将 从 另外 一 个 角度 , 即 系统 的 参数 矩阵 来 考虑 奇异 标 称 系统 解 的 
可 容许 条 件 。 首先 , 我 们 给 出 一 些 定义 。. 

定义 11.2D] 如果 系统 (11.1) 满足 |sE - 4| 六 0， 则 和 矩阵 对 (E，A4) 是 正则 
的 。 

定义 11.3B] 如 果 系 统 (11.1) 满足 deg(|sB 一 4|) = rankE,， 则 矩阵 对 (已 ，4) 
是 无 脉冲 的 。 

定义 11.40 如 果 系 统 (11.1) 满足 deg(lsE 一 Al) = rankE 有 |sE -Al@#z0， 
则 和 矩阵 对 (EE，4) 是 可 容许 的 。 

定理 11.4 铅 ”如果 系统 (11.1) 满足 矩阵 对 (，A4) 是 正则 的 , 则 系统 (11.1) 的 
解 是 正则 的 。 

证 明 ”根据 定义 11.2 和 定理 11.1， 即 可 得 证 。 口 

定理 11.5 册 ”如 果 系 统 (11.1) 满足 矩阵 对 (EE，4) 是 无 脉冲 的 ， 则 系统 (11.1) 
的 解 是 无 脉冲 的 。 

证 明 ”根据 定义 11.4 和 定理 11.3, 即 可 得 证 。 口 

定理 11.6 “如果 系统 (11.1) 满足 矩阵 对 (BEB，A) 是 可 容许 的 ， 则 系统 (11.1) 
的 解 是 可 容许 的 。 

证 明 ”根据 定义 11.1, 定理 11.4 及 定理 11.5， 即 可 得 证 。 口 

下 面 将 从 Riccati 方程 的 角度 , 考虑 基于 参数 矩阵 的 奇异 标 称 系统 解 的 可 容许 
条 件 。 

定理 11.7 句 ”假定 抢 阵 对 (BE5，A) 是 正则 的 ， 并 且 存 在 矩阵 C 使 得 矩阵 对 
(E, 4, C) 是 可 观 的 , 则 系统 (11.1) 的 解 是 可 容许 的 , 当 且 仅 当 存在 矩阵 X < R"*"， 
使 得 下 面 的 广义 Lyapunov 方程 (GLE) 有 解 : 


ETX = XrE>0 
ATX+XTA+CTOC=0 
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基于 线性 矩阵 不 等 式 , 我 们 可 以 得 到 如 下 所 示 的 定理 。 线 性 矩阵 不 等 式 是 本 书 
提 到 得 最 多 的 一 个 计算 工具 ， 这 个 结果 对 于 本 书 以 后 的 重要 结果 的 得 出 扮演 着 重 
要 作用 。 
定理 11.80 系统 (11.1) 的 解 是 可 容许 的 , 当 且 仪 当 存 在 矩阵 匀 e R"*x", 使 
得 
ETX= XIE>0 
ATX+XTA<O 


证 明 ”充分 性 证 明 。 假 定式 (11.4) 有 一 个 解 X， 显然 ， 从 式 (11.4) 我 们 能 和 
到 矩阵 4, X 是 非 奇异 的 , 因此 , 对 于 任意 的 非 零 复 数 s, 式 (11.5) 成 立 


(11.4) 


1 
IsE— Al=(-s)"|Alls1 ~ 4 局 (11.5) 


显然 ， 从 等 式 (11.5) 的 右边 我 们 可 以 看 到 它 不 恒 为 零 ， 即 矩阵 对 (五 ，4) 是 正则 
的 。 其次, 令 工 = -47X - XT4, 则 算 阵 工 是 非 奇异 的 ， 由 文献 [6] 知 ， 和 矩阵 对 
(E， 4, L122) 是 可 观 的 ,从 定理 11.7 可 知 , 矩阵 对 (EE，4) 是 无 脉冲 摄 动 的 。 由 定 
理 11.4, 定理 11.5 可 得 定理 11.8 的 充分 性 成 立 。 
(必要 性 ) 从 定理 11.7 可 知 , 必要 性 是 显然 的 。 证 毕 。 口 
定理 11.9 人 "| 考虑 系统 (11.1)， 如 果 和 矩阵 对 (已 . 4) 是 可 容许 的 , 则 存在 两 个 
非 奇 异 正 交 和 矩阵 L1，L2 e R"*", 使 得 


1. 0 Ar r 0 
万 再 To 一 | 人 | ， LiAL2 = | ~ (11.6) 
0 O(n—r)x(nr) 0 Tn_r)xtn—r) 


11.1.3 ”数值 例子 


下 面 将 给 出 两 个 数值 例子 , 分 别 分 析 基 于 频 域 和 基于 参数 两 种 情况 下 的 可 容 
许 条 件 。 
例 11.1 考虑 如 下 的 奇异 标 称 系统 : 


Eee 0 
由 系统 (11.7), 可 得 如 下 的 表达 式 : 


0 1 
rankE = rank lo 二 1 


一 1] 5 
deg(s 五 一 4)=d = 一 0 
ateB ces | 
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比较 上 面 两 式 可 得 
rankE > deg(sE ~ A) 
根据 定理 11.3, 系统 (11.7) 存在 脉冲 解 。 事实 上 , 我 们 可 以 把 (11.7) 表示 成 


(11.8) 


通过 求解 方程 (11.8), 可 得 系统 (11.7) 的 解 为 


| _ [ 


其 中 6(t) 为 脉冲 函数 ， 具 有 如 下 的 性 质 : 


|，4>a 


综 上 可 得 ， 系 统 (11.7) 存在 脉冲 解 。 而 且 ,， 通过 MATLAB/LMI Toolbox 求解 式 
(11.4)， 我 们 发 现 没有 可 行 解 存在 , 即 找 不 到 矩阵 X 使 得 式 (11.4) 成 立 , 因此 系统 
(11.1) 没有 同时 正则 与 无 脉冲 的 解 存在 , 也 验证 了 定理 11.8 是 成 立 的 。 

例 11.2 ”考虑 如 下 奇异 标 称 的 系统 : 


1 1 Z1(t) —l1 0 rz1(t) 
|: | [20 | | 1 | | t>0 (11.9) 
求解 系统 解 是 否 是 可 容许 的 。 
首先 ,考虑 系统 (11.9) 解 的 可 容许 性 。 由 系统 (11.9) 可 得 


IsE— Al=18s+9#0(sA m1/2) 


因此 和 矩阵 对 (EE，A4) 是 正则 的 。 
另外 ,由 于 系统 (11.9) 可 知 


1 1 
rankE = rank | | 二 1 
8 8 


同时 
s 二 1 8 


deg(sE— A)= de 
gl ) el, 8s 十 9 


| = deg(l8s+9)=1 


于 是 
rankE = deg(sE — A) 
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所 以 矩阵 对 (E，A) 是 无 脉冲 的 , 通过 定理 11.6 可 知 , 奇异 系统 (11.9) 的 解 是 可 容 
许 的 。 

现在 我 们 用 MATLAB/LMI 工具 箱 ,， 来 验证 定理 11.8。 通 过 求解 线性 矩阵 不 
等 式 可 得 


四 To] 
”| -0.0014 0.0379 


此 时 
四 +t 「-0.5203 0.0521 
ATX + XTA= 
0.0521 “一 0.6814 
0.2473 Da014] 


EI'X= XIE= | 
0.2473 0.3014 


由 此 可 得 , 定理 11.8 是 成 立 的 。 


11.2 奇异 标 称 系统 的 鲁 棱 稳定 性 及 鲁 棱 可 镇 定 条 件 
本 节 主 要 考虑 如 下 的 奇异 标 称 系统 
Eilt) = Az(t) + Bult) (11.10) 


其 中 z(t) € R", ult) € R", Ee R"*"，A € R"*", 拖 阵 已 是 奇异 的 且 rankE = 


Tho 
11.2.1 ”奇异 标 称 自治 系统 的 鲁 棒 稳 定性 


通过 前 一 小 节 的 分 析 , 可 知 与 标 称 系统 相 比 , 奇异 标 称 系统 的 解 存在 的 非 正则 
和 有 脉冲 两 种 情况 。 因 此 奇异 系统 的 稳定 性 分 析 师 建立 在 系统 解 的 可 容许 性 的 基 
础 之 上 .。 如果 奇异 系统 的 解 是 可 容许 的 , 则 我 们 就 可 以 用 以 下 两 种 方法 来 分 析 系 统 
的 稳定 性 : 一 种 可 以 通过 传统 的 Lyapunov 方法 ; 一 种 可 以 通过 Barbalat 引 理 。 首 
先 , 给 出 两 种 稳定 性 的 定义 。 

定义 11.5 ”如 果 奇 异 标 称 系 统 (11.1) 满足 

(1) 它 的 解 在 [0, oo) 是 可 容许 的 ; 

(2) 它 的 解 是 Lyapunov 渐 近 稳定 的 ， 
则 奇异 系统 (11.1) 是 鲁 棒 稳定 的 。 

定义 11.6 ”如果 奇异 标 称 系统 (11.1) 满足 

(1) 它 的 解 在 [0, ce) 是 可 容许 的 ; 


11.2 ”奇异 标 称 系统 的 鲁 棒 稳 定性 及 鲁 棒 可 镇 定 条 件 -183. 


(2) 对 于 任意 的 es > 0, 总 存在 一 个 标量 5 > 0 以 至 于 对 于 任意 的 平滑 初始 条 
件 $0D), 当 sup_ 0(D < 5 时, 系统 (11.10) 的 解 满足 
lim ||z(D =0 


则 奇异 系统 (11.1) 也 是 鲁 棒 稳 定 的 。 

下 面 给 出 基于 定义 11.6 得 到 的 奇异 标 称 系统 的 鲁 棒 稳定 性 条 件 。 

定理 11.10 ”奇异 标 称 系统 (11.1) 是 鲁 棒 渐 近 稳 定 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 正 
定 对 称 的 矩阵 P, 使 得 如 下 不 等 式 成 立 : 


EP= PE'>0 (11.118) 


4IP+P4<0 (11.11b) 


证 明 “充分 性 证 明 。 由 定理 11.8 可 得 系统 的 解 是 可 容许 的 。 根据 定理 11.9 即 
可 得 到 : 存在 两 个 正 交 矩阵 L1，L2 <s R**”, 使 得 


E=LiEL,= frxr 0 | ，A=LiAL,= Di 0 | 
0 O00m-r)x(n-r) 0 Ton-r)x(n-r) 
(11.12) 
疫 P1 P 
| | 
P=L7TPL, = [oe p | (11.13) 
在 等 式 (11.11a) 两 边 同 时 左 乘 Lf, 右 乘 22 得 
LIETLTL PL = LIPLI BIDa (11.14) 
由 式 (11.12) 与 (11.13), 有 
Pu Pz] _ Pi 0 
| 0 0 | = [px | >0 (11.15) 
从 上 式 可 得 p, 0 
二 11 
P= | 0 Bp | (Pi = PY >0) (11.16) 
在 不 等 式 (11.11b) 两 边 同 时 左 乘 LI, 右 乘 L?, 同时 考虑 式 (11.12) 与 (11.13) 得 
4T 五 +E4<0 (11.17) 
对 (11.17) 进行 分 块 运算 得 


4T Pi 十 Pid4xr<0 (11.18) 
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在 系统 (11.1) 两 边 同 时 乘 上 Li, 有 
LiEL2oL3!i(t) = LiAL2 L377(t) (11.19) 
引入 变量 上 , 令 
£(t) = Lz zz 人 (11.20) 
则 系统 (11.1) 可 以 分 解 成 如 下 的 两 个 子 系统 
fs (2) = Arxré1{t) 
0 = &2{t) 


其 中 性 ER ete PR- 对 于 系统 (11.21) 第 一 个 子 系统 , 选取 如 下 Lyapunov 
函数 


(11.21) 


V{&(t)) = 1 (Pn (11.22) 
由 不 等 式 (11.18), 可 知 
V(é1(t)) 一 4T. Pi 十 Pil Arx: <0 (11.23) 
由 Lyapunov 第 二 定理 知 
me 人 =0 (11.24) 
考虑 系统 (11.21) 的 后 一 个 子 系统 ， 及 线性 变换 (11.20), 得 
dim z(t) =0 (11.25) 
由 定义 11.6 可 知 系统 (11.1) 是 鲁 棱 稳定 的 。 
通过 文献 [四 可 得 必要 性 。 口 


鲁 棒 稳定 性 的 研究 得 到 了 很 多 研究 者 的 重视 , 并 取得 了 很 多 经 典 的 结果 。 下面 
我 们 给 出 具有 代表 性 的 结果 , 即 从 Riccati 方程 的 角度 给 出 了 奇异 标 称 系统 (11.1) 
鲁 棱 稳定 的 条 件 。 

推论 11.1(8 奇异 标 称 系统 (11.1) 是 鲁 棒 稳定 的 当 且 仅 当 存在 一 个 正定 对 称 
的 矩阵 8@,， 使 得 矩阵 XX 是 如 下 Riccati 方程 的 解 


ETX=X'E>0, AT'X+XTA+Q=0 (11.26) 


下 面 , 从 Lyapunov 方程 的 角度 , 给 出 了 系统 具有 和 鲁 棒 稳 定 的 条 件 。 
定理 11.11i9 奇异 标 称 系统 (11.1) 是 鲁 棒 渐 近 稳 定 的 , 如 果 存 在 一 个 正定 对 
称 的 矩阵 @ 是 如 下 不 等 式 的 解 


ETQO=QTE>0, ATQE+E'QA<O (11.27) 
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证 明 ”考虑 如 下 的 Lyapunov 函数 
V(z(t)) = z(t)Qz() (11.28) 


对 其 求 导 可 得 

V(z(t)) = ATQE+ ETQA<O (11.29) 
因此 ,系统 (11.1) 是 Lyapunov 稳定 的 。 根据 文献 [5] 以 及 式 (11.26) 中 条 件 1 即 
可 得 到 系统 (11.1) 有 可 容许 解 存 在 。 另 外 , 系统 的 必要 性 可 有 文献 [9] 得 到 。 口 


11.2.2 ”奇异 标 称 系统 的 鲁 棒 可 镇 定 条 件 


前 面 我 们 讨论 了 系统 (11.10) 的 鲁 棒 稳定 性 。 在 前 面 讨论 的 基础 上 , 我 们 将 在 
这 里 考虑 系统 (11.10) 的 和 鲁 棒 镇 定 问题 ， 即 设计 控制 器 wu = 天 z， 使 得 闭环 系统 具 
有 和 鲁 棒 稳 定性 。 

定义 11.7 考虑 奇异 标 称 系统 (11.10), 如 果 存 在 线性 的 状态 反馈 控制 律 v(t) = 
Kz(t), K € Rm*x", 使 得 

. (1) 闭环 系统 是 定义 11.6 所 定义 的 鲁 棒 稳 定 的 ， 则 奇异 标 称 系统 (11.10) 是 鲁 
棒 可 镇 定 的 。 

(2) 闭环 系统 是 定义 11.5 所 定义 的 鲁 棒 Lyapunov 渐 近 稳定 的 , 则 奇异 标 称 系 
统 (11.10) 也 是 鲁 棒 可 镇 定 的 。 

把 w(t) = Kzx(t) 代入 系统 (11.10) 得 


Ez(t) = (A + BK)z(t) (11.30) 


根据 定理 11.11 与 定义 11.7, 可 得 系统 (11.10) 的 鲁 棒 可 镇 定 条 件 。 
定理 11.12 ”奇异 标 称 系统 (11.10) 是 鲁 棒 可 镇 定 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 适当 
维 数 的 正定 对 称 和 矩阵 XX, 一 个 适当 维 数 的 矩阵 Y, 使 得 如 下 的 条 件 满足 : 


XET= EX>0, XA'+AX+BY+Y'B <0 (11.31) 


此 时 , 状态 反馈 控制 律 u(t) = YX 1!z(t)。 
证 明 ”由 定理 11.11 可 知 闭环 系统 (11.30) 满足 鲁 棒 稳 定 的 充分 必要 条 件 为 : 
存在 一 个 正定 矩阵 已 ,使 得 下 面 的 不 等 式 成 立 


ETP=PE>0, 4IP+P4+PBK+KIBIP<0 (11.32) 


由 于 控制 增益 K 的 引入 , 使 得 不 等 式 (11.32) 非 线 性 化 。 因此 , 不 能 通过 MATLAB 
工具 箱 直 接 求解 。 鉴 于 此 , 在 式 (11.32) 两 边 同时 左 乘 P-!, 右 滋 P-1, 设 


X=P-!, Y=KX (11.33) 
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即 可 得 到 式 (11.31)。 此 时 及 = 了 YX-1。 


口 


基于 文献 [4] 的 矩阵 变换 方法 ， 我们 把 式 (11.32) 合成 了 一 个 条 件 , 得 到 了 如 


下 的 推论 。 


推论 11.2 ”奇异 标 称 系统 (11.10) 是 鲁 棒 可 镇 定 的 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 适当 
维 数 的 正定 对 称 和 矩阵 基 , 一 个 适当 维 数 的 矩阵 Y 和 2 , 使 得 如 下 的 条 件 满足 : 


94T+4B+BZ7+2ZLBT<0 


(11.34) 


其 中 6 = XET + 8gYT, 算 阵 5 满足 rank5 = nx, 可 以 根据 E56 = 0 求 出 。 此 


时 , 状态 反馈 控制 律 u(t) = QZ6-iz(D。 


证 明 ”考虑 式 (11.12)， 由 于 E58 = 0, rank$ = n 一 ”， 因 此 存在 非 奇异 矩阵 


A e Rm-")xtn-"), 使 得 下 面 等 式 成 立 : 
$= 1 | 9 | A 
nr)x Cnr) 
另外 由 式 (11.13) 与 (11.16) 可 得 


已 0 
P-LrPra=| 1 
0 2 
引入 变量 6, 令 
0=P = LP Li 
可 得 
P-! 0 Tn_rnxinr) 0 
| 11 a"| (n—r)x(n—r) [a 
| 0 Tn—ryx(n—r) 0 0 


| |44710 Pa ] Li 
Tn—r)x(n—r) 


=XET+ SYT 
其 中 P-! 0 0 
| | r= | | 
0 Tn_r)x(n—r) 了 22 
综 上 可 得 


OTET— (XE + SY) ET = ETXE= E(XE' + YT)= E06 
即 条 件 (11.11a) 成 立 。 在 式 (11.32) 两 边 同 时 左 乘 P-L, 右 匀 P-L， 令 
O=P-!1, Z=KO 


即 可 得 到 式 (11.45)。 此 时 K = 20-1。 


(11.35) 


(11.36) 


(11.37) 


(11.38) 
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标注 11.1 ”为 了 消去 系统 鲁 棒 稳 定 条 件 中 的 等 式 约束 。 文 献 [4] 通过 对 矩阵 
E 进行 分 析 , 引进 了 竺 阵 6 使 得 E56 = 0。 但 是 满足 E56 = 0 的 6 有 无 穷 多 个 , 因 
此 导致 通过 推论 11.2 求解 的 状态 反馈 增益 阵 天 有 无 穷 解 , 因此 控制 器 设计 的 保守 
性 无 法 判定 , 但 所 有 的 状态 反馈 增益 阵 K 都 能 使 闭环 系统 保持 鲁 棱 稳定 性 。 

基于 文献 [9] 和 定理 11.11, 系统 满足 鲁 棱 稳定 的 条 件 如 下 。 

定理 11.13 ”奇异 标 称 系统 (11.10) 是 鲁 棱 可 镇 定 的 , 如 果 存 在 一 个 适当 维 数 
的 正定 对 称 和 矩阵 式 ， 一 个 适当 维 数 的 矩阵 Y, 使 得 如 下 的 条 件 满足 : 


XE = EX2>0, XATET+EAX+EBY+YTBTET<O0 (11.42) 


此 时 , 状态 反馈 控制 律 w(t) = YX-iz(t)。 
证 明 ”把 条 件 (11.27) 的 第 二 式 改 写成 


ATETIQ+QEA<O (11.43) 
两 边 同 时 左 乘 P-!, 右 乘 P-1, 令 


X= ', Y=KkKX (11.44) 


即 可 证 明 条 件 (11.42) 满足 。 
类 似 于 推论 11.2, 我 们 可 以 得 到 如 下 的 推论 11.3。 
推论 11.3 ”奇异 标 称 系统 (11.10) 是 鲁 棒 可 镇 定 的 ， 如 果 存 在 一 个 适当 维 数 
的 正定 对 称 矩 阵 X, 一 个 适当 维 数 的 矩阵 Y 和 2Z, 使 得 如 下 的 条 件 满足 


94IPT+E46+BEBZI+ZTBTET<0 (11.45) 


其 中 9 = XBET + $YT, 此 时 , 状态 反馈 控制 律 v( = 28-!1z(t)。 

标注 11.2 ”以 上 我 们 分 析 了 系统 (11.10) 的 鲁 棒 可 镇 定 条 件 ， 得 出 了 许多 不 
同 的 判 据 ,到底 哪个 是 最 好 的 , 哪 一 个 保守 性 最 小 ? 目前 , 在 定性 分 析 上 还 没有 给 
出 结论 , 但 在 数值 仿真 中 , 我 们 可 以 比较 各 种 判 据 之 间 的 保守 性 , 只 能 具体 的 对 象 
做 一 下 具体 的 比较 , 但 不 能 说 明 哪 一 个 判 据 最 好 。 


11.2.3 ”数值 例子 
例 11.3 考虑 如 下 的 系统 的 鲁 棒 稳定 性 : 


1 1 1 Z1(t) 一 ] 0 1 ri(t) 1 
| 7 -1| |z2(t)|=|1 -9 2 0 u(t), t>0 (11.46) 
2 3 -1| | zs 的 0 -5 -10|| zs 的 3 
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用 MATLAB/LMI Toolbox 工具 箱 求解 (11.11), 可 得 其 可 行 解 为 


0.2382 0.0015 ”一 0.0092 
P= | 0.0015 0.0369 ”一 0.0063 


—0.0092 —0.0063 0.0515 
其 中 A(P) = 0.0345, 0.0534, 0.2396 > 0, 再 由 定理 11.10 可 知 系统 (11.46) 是 鲁 棒 
稳定 的 。 

另外 , 由 (11.27) 可 得 下 面 的 解 : 

P=10° x |—0.4574 0.2882 0.1203 

1.8522 0.1203 0.8997 
其 中 A(P) = 108 x (0.2894, 1.5478, 4.7459) > 0, 于 是 由 定理 11.11 可 知 系统 (11.46) 
是 鲁 棒 Lyapunov 稳定 的 。 


4.0990 “一 0.4574 加 


例 11.4 ”考虑 如 下 的 系统 的 鲁 棒 稳 定性 ， 如 果 不 是 鲁 棒 稳 定 的 ， 则 求 其 控制 


1 1 2] [z(t) -100 0 0 Zz1(t) 1 
2 1 | j2(t) 8 -19 0 | 0 2 | u(t), t>0 
0 1 1| zs 的 0 -5 -100| [zs(t) 3 

z(0)=[2, 2, 2]7 


(11.47) 
由 定理 11.10 可 知 系统 (11.47) 是 不 稳定 的 。 图 11.1 显示 了 系统 (11.47) 开 环 
的 状态 的 轨迹 ， 从 图 不 难得 出 系统 (11.47) 是 不 稳定 的 。 


1 8 
0.5x 0 


30 0 0 0 0 05 06 07 08 09 1 
时 间 


图 11.1 系统 (11.47) 开 环 状态 响应 图 
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为 了 满足 系统 鲁 棒 稳定 , 我 们 引进 状态 反馈 控制 器 。 设 56 = [-2 1 317 ,求解 条 
件 (11.31) 可 得 
410.4685 “一 490.6967 480.8840 一 300.9042 
X= | 一 490.6967 462.6745 wn ，Y = | 543.4343 
480.8840 “一 320.1502 ”310.7617 一 329.1604 


Z=|[-75.9645 一 249.0981 50.8018] 
状态 反馈 控制 律 为 
u(t) = [一 0.8983 一 1.9828 —0.4713]z(t) 
其 闭环 状态 响应 图 显示 在 图 11.2, 从 图 可 以 看 出 , 闭环 系统 是 稳定 的 。 


2 


一 2.5 
0 01 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1 
对 间 


图 11.2 系统 (11.47) 闭环 状态 响应 图 


同时 由 推论 11.3 的 鲁 棒 Lyapunov 可 镇 定 判 据 ,求解 得 
337.1624 ”一 171.7919 一 163.9924 0.0001 

天 一 | 一 171.7919 82.5286 78.9151 ， Y= oes 
一 163.9924 78.9151 99.6675 0.0001 


2 = [-182.6135 —537.0114 207.8909] ， 
状态 反馈 控制 律 为 
u(t) = 105 x [2.8171 —1.4813 —1.3165]z(t) 
比较 推论 11.2 和 推论 11.3 所 得 出 的 状态 反馈 增益 阵 K 的 大 小 , 我 们 发 现 对 
于 系统 (11.47) 来 说 , 就 鲁 棒 可 镇 定 控制 器 设计 的 保守 性 方面 , 推论 11.2 要 优 于 推 
论 11.3。 
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11.3 奇异 标 称 系统 的 鲁 棒 及 控制 
考虑 如 下 的 奇异 标 称 系统 : 


Ez(t) = Ax(t) + Bult) + Diw(t) 
y(t) = Lz(t) + D2w(t) (11.48) 
z(t) = Cz(t) 


其 中 2(1) € R" 为 状态 向 量 ; w(t) € R™ 为 系统 的 控制 输入 向 量 ; w(t) € Rr? 为 平方 
可 积 的 扰动 输入 向 量 , 即 w(t) € L2[0，o0): y(t) € RY 为 观测 输出 向 量 ; z(t) e Ri 为 
控制 输出 向 量 ,。 E，A， B,D1, C，D。 和 工 为 适当 维 数 的 常 矩阵 且 rankE = <n。 
从 系统 {11.48), 我 们 可 以 得 到 控制 输出 与 扰动 输入 的 传递 函数 为 
Z{s) 


i 一 一 : se- 一 1 2 . 0 
Gzw (Ss) Wi(s) COC(sE A) 了 1 (11 49) 
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系统 (11.48) 的 鲁 棒 五 性 能 问题 定义 如 下 。 

定义 11.8 ( 鲁 棒 万 性 能 ) 考虑 系统 (11.48)， 当 u(t) = 0 时 ， 对 于 指定 
的 衰减 度 7 > 0, 如 果 系 统 (11.48) 鲁 棒 稳定 , 且 上 Gsw(s)|| < 9， (z(t), w(t) # 
0， 且 w(t) e L2[0，20))， 则 我 们 说 系统 (11.48) 具有 重 棒 万 ~- 性 能 。 

关于 系统 (11.48) 的 鲁 棒 五 性 能 问题 , 前 人 做 了 非常 详细 的 研究 , 取得 了 很 
多 有 益 的 结果 ,本 书 就 不 一 一 列举 , 仅 给 出 作者 在 文献 [1] 的 启发 下 , 基于 周 克敏 
( 见 文献 [10]) 的 著名 不 等 式 以 及 有 界 实 引 理 推导 出 的 结果 ,描述 成 如 下 的 定理 。 

定理 11.14 ”奇异 标 称 系统 (11.48)(u(t) = 0) 具有 和 鲁 棒 瓦 。 性 能 当 且 仅 当 存 
在 一 个 正定 的 矩阵 P > 0 以 至 于 如 下 的 条 件 满足 : 


ETP= PIE (11.50a) 


4TP+TPT4+CTC PTD 
DiP 一 72 
证 明 ”考虑 不 等 式 (11.50b), 根据 Schur 补 引 理 , 我 们 立刻 得 到 4T7P+PT4 < 
0, 加 上 条 件 (11.50a) 保证 了 系统 的 鲁 棒 稳 定性 。 则 由 定理 11.9 得 存在 两 个 非 奇异 
正 交 矩阵 IL，L2 € R"x", 使 得 


1. 0 


B= LBL = 
2 | 0 On 


| A=LAL 四 | (11.51 
1 一 1 2 一 0 了 ( " ) 
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_ 万 
Di= pi=| "| C=CLs=[0 Co] (11.52) 
D1i2 . 


此 时 传递 函数 G(s) 重新 写成 G(s) = Ci(sl 一 41)-!1Du 一 C2Di2。 由 有 界 实 引 理 
得 

[G(s)lw < 7 
当 且 仅 当 存在 一 个 正定 的 矩阵 和 > 0 以 至 于 


AIX+XA,.+COIC XD -CrCzDis 0 0 53) 
(XKDi +CTC2DioiT (27 -DECTC2Dio) 
令 
W=02C2+al, M= CC (11.54) 
其 中 a > 0 为 充分 小 的 正 数 。 如 果 让 
P=L7 四 | La (11.55) 


代入 不 等 式 (11.50b) 简单 计算 得 : 对 于 充分 小 的 a, 不 等 式 (11.53) 成 立 等 价 不 等 
式 (11.50b) 成 立 。 ， 口 

标注 11.3 ”定理 11.14 是 针对 指定 的 衰减 度 Y， 当 Y 未 知 时 , 必须 通过 如 下 
的 凸 最 优 算法 求解 : 


Diin 全 
s.t. 条 件 (11.50a) 与 (11.50b) 
Takaba( 见 文献 [5])1994 年 基于 Riccati 方程 的 形式 ， 提 出 了 奇异 标 称 系 统 
(11.48) 具有 和 鲁 棱 五 性 能 的 充分 必要 条 件 , 显示 如 下 。 
推论 11.4 ”奇异 标 称 系统 (11.48)(wu(t) = 0) 具有 重 棒 五 性 能 当 且 仅 当 存在 
一 个 正定 的 矩阵 已 > 0 以 至 于 如 下 的 Riccati 方程 成 立 : 
EP= PIE 
ATP+PTA+CTO+ 二 PTDIDTP =0 


Masubuchi( 见 文献 [1])1997 年 还 得 到 了 类 似 于 定理 11.14 的 结论 , 显示 在 如 下 
的 推论 。 

推论 11.5 ”奇异 标 称 系统 (11.48)(w(t) = 0) 具有 重 棒 五 性 能 当 且 仅 当 存在 
一 个 正定 的 矩阵 已 > 0 以 至 于 如 下 的 条 件 满足 : 


ETP= PTE (11.56a) 
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ATP4+ PTAT DID! PTC 
CTP 一 2 了 
11.3.2 ”奇异 标 称 系统 的 鲁 棒 五 控制 器 设计 


奇异 标 称 系统 的 鲁 棒 五 控制 问题 ,就 是 设计 控制 器 使 得 闭环 系统 具有 重 棒 
理性 能 。 首先, 我们 来 分 析 鲁 棒 瓦 -状态 反馈 控制 问题 。 

定义 11.9 ( 鲁 棒 H,, 状态 反馈 控制 ) 考虑 系统 (11.48), 如 果 存 在 线性 无 记忆 
的 状态 反馈 控制 律 u(t) = Kz(t),， K e Rmx" 使 得 闭环 系统 具有 和 鲁 棒 五, 性 能 , 我 
们 就 说 ult) = Kxz(b 是 鲁 棒 妃 。 状态 反馈 控制 器 。 

从 定义 11.9 我 们 知道 设计 和 鲁 棒 五 状态 反馈 控制 器 的 关键 在 于 求解 状态 反馈 
增益 阵 , 使 得 闭环 系统 具有 和 鲁 棒 五 性 能 。 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 可 以 利用 前 所 
得 到 的 结论 。 

考虑 系统 (11.48), 当 w(t) = Kz(t), K € Rmx" 时 , 闭环 系统 为 


<0 (11.56b) 


Ez(t)} = (A+ BK)z(t) + Diwt(t) 
z(t) = Cz(t) 
根据 定理 11.14, 参考 推论 11.2 的 方法 , 我 们 可 以 得 到 和 鲁 棒 互 。 状态 反馈 控制 结 


论 。 


(11.57) 


定理 11.15 ”闭环 系统 (11.57) 具有 和 鲁 棒 五 性 能 , 当 且 仪 当 存 在 一 个 适当 维 
数 的 正定 对 称 和 矩阵 基 , 一 个 适当 维 数 的 矩阵 YY 和 2 使 得 如 下 的 线性 矩阵 不 等 式 
成 立 : 
OTAT+AO+BZ+2ZTIBT D1 OTOT 
DT 一 727 0 < 0 (11.58) 
C9 0 -I 
其 中 8 = XET + gYT, 矩阵 8 满足 rank$ =n 一 r, 可 以 根据 EB 一 0 求 出 。 此 
时 , 和 鲁 棒 五 状态 反馈 控制 律 u(t) = 20-1z(t)。 
证 明 ”根据 定理 11.14 可 得 , 要 使 闭环 系统 (11.57) 有 和 鲁 棒 瓦 - 性 能 当 且 仅 当 
存在 一 个 适当 维 数 的 正定 矩阵 P, 使 得 条 件 (11.50a) 满足 ， 同 时 
4TP+PT4+KTBIP+PIBKE+CIC PTDI 
DIP 一 ?327 


为 使 不 等 式 (11.59) 变 成 线性 矩阵 不 等 式 , 在 不 等 式 左 右 两 边 同时 乘 上 diag{P-T, 了 1} 

与 diag{ P-!, 了 1}, 根据 Schur 补 引 理 , 做 推论 11.2 同样 的 变换 , 即 可 得 到 线性 矩阵 

不 等 式 (11.58)。 口 
下 面 , 我 们 来 分 析 鲁 棒 五, 输出 反馈 控制 问题 。 先 看 下 面 的 定义 。 


<0 (11.59) 
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定义 11.10( 鲁 棒 有 输出 反馈 控制 ) 考虑 如 下 的 能 严格 实现 阶 次 为 ne 的 输 
出 反馈 控制 律 ,pc 


P | 天 czZe 人 区 一 Aczclt) 十 Cay 人 (11.60) 


v= Berlt) 


其 中 z(t) e R" 为 输出 反馈 控制 器 的 状态 向 量 。 如 果 闭 环 系统 具有 和 鲁 棒 HH 性 
能 , 我 们 就 说 sb。 是 鲁 棒 有 输出 反馈 控制 器 。 
把 输出 反馈 控制 律 Pspe 代入 系统 (11.48) 得 增 广 的 闭环 系统 为 


ES(t) = AZ(t) + Dwt(t) 


- (11.61) 
z(t) = CZ(t) 


其 中 


~、 E 0 ~ A BB. A Di A 
?= |, a] = [es 4。 | ?= es, CC 0 

关于 系统 (11.61) 鲁 棒 太 、 输出 反馈 控制 器 问题 , 有 如 下 的 结论 。 
定理 11.16 ”闭环 系统 (11.61) 具有 和 鲁 棒 HH, 性 能 , 当 且 仅 当 存在 适当 维 数 的 
正定 惩 阵 和 和 了 了, 适当 维 数 的 矩阵 G,，F 和 厂 使 得 如 下 的 条 件 满足 矩阵 不 等 式 


成 立 : 


EX= XIET (11.62a) 
YE=E'Y (11.62b) 
X 0 
>0 (11.62c) 
0 YY 
GO; ©» XTOT Di 
6T 0 0 © 
2 “| < (11.62d) 
CX 0 一 7 0 
PT 6T 0 -3?27 


其 中 
9 = 4X+TXI4T+BPFHTFTBT，6=4+HT+XCTC 
O33=ATY+YTATGL+LIGT+OTO, O64=YTDI+GD, 


证 明 ”由 定理 11.14 得 , 系统 (11.62) 具有 和 鲁 棒 互 性 能 的 充分 必要 条 件 为 存 
在 一 个 正定 矩阵 P, 使 得 


ETP= PTE | (11.63a) 
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ATP+PTA+CTO+ 二 PTDDrP < 0 (11.63b) 
假定 矩阵 P 具有 如 下 的 形式 : 
I Yrx I _ 
P= 1。 vr | | 天 | = XoX 1 (11.64) 


其 中 矩阵 X,Y 为 正定 阵 , 矩阵 V,，N 为 可 道 算 阵 , 且 满 足 


VNT=I- XY (11.65) 
把 式 (11.64) 代入 式 (11.63a) 得 
EX= XET (11.66a) 
YTE= EY (11.66b) 
VE.NT + XTEIY=E (11.66c¢) 
把 式 (11.64) 代入 式 (11.63b) 得 
XT4X2 + XT AX1 十 XTCTCX 十 XI DD <0 (11.67) 


在 矩阵 X。 和 Xi 的 形式 代入 式 (11.67) 中 , 同时 令 


F= BVT,G= NG.,, 


加 - - (11.68) 
H=YTAX+GLX+YTBF+NAV 


根据 Schur 补 引 理 ， 即 可 得 到 不 等 式 (11.62d) 成 立 。 
综 上 所 述 , 我们 可 以 得 到 定理 11.16 成 立 。 
标注 11.4 ”定理 11.16 的 证 明 过 程 实际 上 给 出 了 设计 和 鲁 棒 态 输出 反馈 控制 
器 的 步 又， 表示 如 下 : 
” 0) 通过 条 件 (11.62) 求解 出 矩阵 X，Y G, 已 和 殖 : 
(2) 对 式 (11.65) 的 右边 进行 矩阵 分 解 求解 出 非 奇 异 矩 阵 Y_ 和 N: 
(3) 鲁 棒 五 输出 反馈 控制 器 参数 B.，C.，A. 和 及 可 通过 下 式 求 得 


Be=FV TT, C=N IG 
YI'AX +GLX+YBF+NAVT =H (11.69) 
VEN' + XIETY=E 
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11.3.3 ”数值 例子 
例 11.5 考虑 如 下 的 系统 : 


2 1 1] Ti() -1 0 11rz() 
1 0 1 Za 人 (t) | = | 1 一 9 2 | 
3 1 2| |z3(t) 0 -5 -10| | zx;(t) 
1 0.6 
中 ile0 (11.70) 
3 1.2 


z 人 的 =[1 0 1)[zT(t) z(t) 2 
rz(0)=[5 5 5 扩 
给 定 衰减 度 + = 0.7, w(t) E L2[0, o0) 为 幅 值 为 4, 频率 为 0.7 的 任意 随机 向 量 。 设 
计 重 棒 玉 、 状态 反馈 控制 器 。 
根据 B56 = 0, 假定 6 = [-1 1 117。 把 系统 (11.70) 的 参数 代入 定理 11.15 线 
性 矩阵 不 等 式 (11.58), 求解 得 
81.5193 ”一 109.3766 ”一 48.1201 一 43.2783 
_109.3766 “一 23.3558 75.9774 | ， Y= ee 
-48.1201 75.9774 14.7208 一 105.0531 


Z=|—58.9364 一 295.5043 ”一 323.6629] 
状态 反馈 控制 律 为 
u(t) = 10° x [一 1.1431 一 0.0007 -1.1423] 
闭环 系统 的 状态 响应 曲线 显示 在 图 11.3， 从 图 可 以 看 见 , 闭环 系统 是 渐 近 稳定 的 。 


X= 


-0 0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
时 间 


图 11.3 闭环 状态 z(t) 的 响应 曲线 
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通过 计算 我 们 可 以 发 现 
OlE 
[CE 


这 也 验证 了 系统 统 (11.70) 具有 重 棒 玉 、, 性 能 。 
例 11.6 考虑 系统 如 下 的 系统 ， 


=0.6159 < 0.7 = + 


2 1 0] Tilt) -10 0 1 .Zi 人 
3 1 0| |z3(t) 0 -5 —100| |zxs(t) 
1 0.6 
+ |2| u(t)+ |0.8 | wt) 
3 1 9 (11.71) 
z(t)=[1 0 1][zT(0)z2(t) 23()] 
r01 04 0 -0.5 
yD) = |06 一 0.5 od z+| 0, By 
z0)=[1 1 1], ze(0)=[1 1 7 


给 定 衰减 度 y = 0.9, w(t) € L2[0，o0) 为 均值 为 2.5, 协 方差 为 8 的 任意 随机 向 量 。 
设计 和 鲁 棒 矿 输出 反馈 控制 器 soe。 

根据 E56 = 0, 假定 6 = [0 0 1]7。 把 系统 (11.71) 的 参数 代入 定理 11.53 条 件 
式 (11.62), 求解 得 
1.1908 1.0390 ”一 1.1908 
1.0390  —1.3124 -1.0390 
—1.1908 —1.0390 1.1908 
1.0974 ”一 0.0079 0.0077 
了 = 104 x | -0.0079 -0.1354 —0.0709|, F=|-3.9926 —0.0362 -0.4697] 
0.0077 “一 0.0709 0.1176 
0.0096 —0.0071 oo 


1.2396 “一 0.4159 
，G=104x|-0.3762 0.1004 
0.1619 “一 0.0804 


X=10x 


0.0031 —0.0023 0.0164 
0.0164 一 0.0113 0.1580 


H=10 3x 


根据 (11.69), 解 得 输出 反馈 控制 器 2spe 参数 为 


一 0.01 0.01 0.01 
0.01 0.001 0.01 | ， Be=[-0.4697 一 0.4524 —4.4622] 


0.1663 0.0174 0.2448 


4. = 10°x 
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0.01 -0.01 0 0.01 1.1016 
C=105 x | 0.01 -0.01 |, EFE=105x |0 0.01 0.6235 
4.6065 —1.6542 0 —0.01 —0.01 


闭环 系统 的 状态 响应 曲线 显示 如 图 11.4、 图 11.5 所 示 ， 从 图 可 以 看 见 ， 闭 环 系统 
是 渐 近 稳定 的 。 


0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
甘 闸 
图 11.4 闭环 状态 z(t) 的 响应 曲线 


0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
时 间 
图 11.5 闭环 状态 zc(t) 的 响应 曲线 


另外 , 通过 MATLAB 我 们 也 可 以 得 出 z(t) 与 w(t) 随时 间 变 化 的 曲线 图 , 显 
示 如 图 11.6、 图 11.7 所 示 。 

通过 计算 我 们 可 以 发 现 
| z 人 (| 
wtt)ll2 


sup = 0.8708 < 0.9 = 了 7 
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这 也 验证 了 系统 统 (11.71) 具有 和 鲁 棒 瓦 。 性能。 


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 
时 间 


图 11.6 w(t) 随时 间 变 化 图 


Z 


二 性 Le Ce > Cn 人 > ~ oc 


Pm 
CC 


01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
时 间 
图 11.7 z(t) 随时 间 变 化 图 
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本 节 研 究 不 确定 连续 时 间 奇 异 系统 的 鲁 棒 控制 问题 , 参数 不 确定 性 是 时 变 
的 、 未 知 的 , 但 是 范 数 有 界 。 研 究 目 标 是 给 出 一 个 对 于 所 有 容许 的 不 确定 性 ， 不 确 
定 奇异 系统 是 正则 的 、 稳 定 的 、 无 摄 动 的 充分 条 件 ， 同 时 系统 满足 2 性 能 界限 。 
提出 了 基于 严格 线性 矩阵 不 等 式 的 鲁 棒 五 > 控制 一 个 充 要 条 件 。 基 于 这 个 线性 矩 
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阵 不 等 式 的 条 件 , 得 出 了 证 鲁 棒 Hs 性 能 的 奇异 变量 反馈 控制 器 的 设计 方法 。 
11.4.1 ”问题 的 提出 
考虑 如 下 形式 的 参数 不 确定 线性 奇异 系统 : 
Ez(t)}) = (A+AA)z(t) + (B+AB)u(t) 
y(t) = Cr(t) 
其 中 , z(t) < R" 为 状态 变量 , u(t) € R" 为 控制 输入 , y(t) € R? 为 输出 , E, 4, B,C 


为 适当 位 数 的 常 阵 , 忆 可 能 是 奇异 的 , 并 假设 rankE = r+ < n, AA,AB 是 时 变 矩 
阵 , 代表 参数 不 确定 性 , 满足 


(11.72) 


[A4 AB}= MF(t)[Na Ne] (11.73) 
其 中 , M, Na 和 Ne 为 具有 适当 维 数 的 已 知 矩 阵 ，F(t) 为 未 知 的 时 变 和 矩阵， 满足 
FIFE) <I (11.74) 
标 称 奇异 系统 为 
Ei(t) = Az(t) + Bult) (11.78) 
y(t) = Cz(t) 
定义 11.11 


(1) 如 果 | sE 一 4 | 关 0， 则 和 矩阵 对 (五 ,4) 是 正则 的 。 

(2) 如 果 所 有 的 特征 值 在 左 半 平 面 , 则 矩阵 对 (E, 4) 是 稳定 的 。 

(3) 如 果 deg | sE -- 4 |= rankE， 则 矩阵 对 (E, 4) 是 无 脉冲 的 。 

引 理 11.1 ”矩阵 对 (E, 4) 是 正则 的 、 无 脉冲 的 ， 则 奇异 系统 (11.75) 的 解 是 
存在 的 , 并 且 是 正则 的 、 无 脉冲 的 。 

在 这 篇 文章 中 , 假设 奇异 系统 是 正则 的 、 无 脉冲 的 。 

定义 11.12 

(1) 如 果 和 矩阵 对 (已 , 4) 是 正则 的 、 稳 定 的 、 无 脉冲 的 ， 则 系统 (11.75) 是 可 容 
许 的 。 

(2) 如 果 系 统 (11.75) 的 解 是 可 容许 并 且 它 的 太 。 范 数 小 于 给 定 的 正 数 ， 则 该 
系统 满足 7 性 能 。 

(3) 如 果 deg | sB 一 4 |= rank 瓦 , 则 矩阵 对 (五 , 4) 是 无 脉冲 的 。 

为 了 方便 证 明 下 面 的 定理 , 先 介 绍 一 些 引 理 。 

引 理 11.2 设 U、V 和 W 是 适当 维 数 的 矩阵 , 则 对 任意 正 数 a > 0, 以 下 不 
等 式 成 立 : 

UV+VIVSaUU+aoa ViVv 
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引 理 11.3 ” 设 到 是 对 称 和 矩阵 ,下 和 S 是 适当 维 数 的 矩阵 , 任意 的 Fi(t)F(t) < 
了 有 如 下 不 等 式 成 立 : 
到 二 PFS+TSTIFTIPT<0 


当 且 仅 当 存在 一 个 标量 = > 0, 使 得 
V+e ITT+esSTS <0 


引 理 11.4 ”和 矩阵 对 (E,A) 是 正则 的 、 无 脉冲 的 , 并 且 系 统 (11.75) 是 渐进 稳定 
的 ， 当 且 仅 当 存 在 矩阵 Xe R"x" 使 得 


ETX= XI'E>0 (11.76a) 
ATX+XIT<O (11.76b) 


引 理 11.5 令 G(s) 一 C(sI1 一 A)_1B 十 DD 以 及 4 是 稳定 的 , 有 

(1) |G(sll2 < ceo 当 且 仪 当 D=0 

(2) 如 果 DD =0, G(s)llz < 7 当 且 仅 当 存在 X = 0, 满足 AX+XAT+BBT < 
0, trace{ CXOCT} < 7 

当 sE -4 正则 时 , 定义 奇异 系统 的 传递 函数 


G(s)=C(sT — A)_1B 


定义 传递 函数 矩阵 G(s) 的 2- 范 数 为 


1 
2 


十 oc 
lcdol = | 去 eaee {eGo 


本 节 讨 论 的 鲁 棒 五 。 控制 问题 是 提出 了 使 不 确定 奇异 系统 满足 鲁 棒 万。 性 能 的 条 
件 。 
11.4.2 ”主要 结果 

在 这 部 分 中 ,对 奇异 系统 (11.72), 提出 了 一 个 新 有 界 实 引 理 , 使 系统 满足 H2 
性 能 。 首先 , 对 于 系统 (11.75), 给 出 以 下 结果 , 这 个 结果 对 解决 先前 的 问题 起 着 关 
键 作 用 。 

因为 标 称 奇异 系统 (11.75) 是 正则 的 、 无 脉冲 的 , 所 以 必 存 在 非 奇 异 矩 阵 L 和 
Re Rn 满足 


(11.77) 
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其 中 , 下 ERrxr 和 万 ER)xo mn 是 单位 矩阵 ，4i < 了 Rrxr 是 稳定 的 。 利用 工 
和 RR, 可 以 得 到 


|， CR=[C: Co] 


为 了 保证 2- 范 数 的 有 限 性 , 给 出 下 面 的 假设 。 
假设 11.1 
CR272B =0 (11.78) 


其 中 Rs 是 R 的 最 后 nn 一 + 列 , Lo 是 工 的 最 后 n 一 + 行 。 

为 了 简化 ,引入 矩阵 6 € R"xWw-") 满足 B86 一 0 且 rank$ =n -~-r。 下 面 的 定 
理 给 出 了 奇异 系统 (11.75) 的 鲁 棒 HH 控制 的 新 有 界 实 引 理 。 

定理 11.17 对 于 给 定 的 数 y > 0, 满足 假设 (11.78) 的 奇异 系统 (11.75) 满足 
鲁 棒 > 性 能 ， 当 是 仅 当 存在 和 矩阵 著 >0 和 YY 满足 


AGT+OAT+BBT<0 (11.79a) 
trace{ COETCT} < 7 (11.79b) 


其 中 6= EX+YGT, C= CRL。 
证 明 ”必要 性 证 明 。 由 假设 11.1, 通过 简单 的 计算 , 可 以 得 到 


G(s) = Cs 万 一 A1)- BI (11.80) 
因为 4; 是 稳定 的 , 由 引 理 11.5, | G(sjll。 < > 等 价 于 存在 矩阵 P > 0 满足 
4iP+P4T+BBIT<0 (11.81a) 
trace{ CPCT} < 7? (11.81b) 
由 (11.81a) 可 得 


A1 0 P 0] fP _BBIIIAT 0 Bi ep  ， 
[ | | zj + Zz | | 0 |+ |e BI]<0 
(11.82) 

其 中 2 是 对 称 和 矩阵 , 定义 为 
和 = -3(B2BT + Qln-r) (11.83) 


a > 0 是 充分 小 的 数 。 
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由 (11.81a) 还 可 得 到 


Wi — Bi BI pp 1 | pTR-T 
0 了 
7 0 P 0 T -Bi1B? 1 0 
=L(L-.! i | R-IIR io / | 全 + 三 | 7 2 | 4A za 


另外 , 由 EB 二 0 和 rank$ = 二 nn 一 了 可 知 , 存在 可 逆 和 矩阵 4 < Re -0)xt7) 满足 


$=R ? 14 (11.84) 
_ a , 
因此 , 定义 

O= EX+YGT (11.85) 
其 中 


P 0 -BBY 
| | 到 | - | 和 
0 nr Z 


所 以 (11.81a) 可 以 写 为 
L(AGT + OAT + BBIT)LT <0 (11.86) 


显然 , (11.86) 和 (11.79a) 等 价 。 另外，(11.81b) 可 以 写 为 


arcr -to al mm] [soo] 
1 lo 2 0 o| CT 


= CRLOR- TRIETLTRICOT 
= COOECT 


其 中 , C = CRL。 可 以 很 容易 地 从 (11.81b) 中 推出 (11.79b) 成 立 。 必 要 性 证 明 完 
毕 。 
充分 性 证 明 。 由 6 = 有 EXTA+YSgT, 可 以 很 容易 得 出 


ET OE'>0 (11.87) 
因为 BBT 是 正 半 定 矩阵 ,所 以 可 以 得 到 
| 49TI+64T<0 (11.88) 


因此 , 由 引 理 11.4 可 以 得 到 奇异 系统 (11.75) 是 可 容许 的 。 此 外 ,从 必要 性 的 证 明 
中 很 容易 得 到 2- 范 数 的 条 件 。 
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标注 11.5 ”比较 本 文 由 假设 (11.78) 得 到 的 结果 与 文献 [11] 和 [12] 中 由 假设 
kerE C kerC 得 到 的 结果 ， 本 文 的 保守 性 明显 降低 了 ， 因 为 在 假设 kerE C kerC 下 
可 以 得 到 Ca = 0, 显然 , 它 只 是 (11.78) 的 充分 非 必 要 条 件 。 

标注 11.6 “下面 给 出 求解 矩阵 L 和 RR 的 算法 : 因为 奇异 系统 是 正则 的 、 无 
脉冲 的 , 所 以 必 存 在 so 是 的 det(soB 一 4) 0, 即 矩 阵 so 已 - 4 是 可 逆 的 。 令 


E= (so 已 一 4) 一 :五 ， A= (soE — A)'A 
得 到 非 奇 异 和 矩阵 了 满足 


一 上 所 Pi 0 _1 元 
T™ ET = ， TTAT= 


41 | 
0 Ez2 


0 42 
其 中 五 | € RX 是 可 逆 的 ， 五 2 E 人 R27") x(n 7) 是 罕 零 矩阵 ， 4i E 了 及 "xm ， 42 € 
及 "7)x(n-") 都 是 可 道 的 。 则 工 和 忆 为 


Er! 0 
r=-| 1 站 Ta- R=T 
0 4 


考虑 系统 (11.75) 的 对 偶 系 统 ， 即 
Ej= ATS+COTh 
(11.89) 
$= BB 


由 条 件 
BTRLCT =0 (11.90) 


得 到 定理 11.17 的 推论 。 
推论 11.6 ”对 于 一 个 给 定 的 y > 0, 满足 条 件 (11.90) 的 奇异 系统 (11.89) 有 
鲁 棒 Hz 性 能 , 当 且 仅 当 存 在 矩阵 M>0 和 NN 满足 


ATNR+ARTAT+CIC<O (11.91a) 
trace{ BTETNB} < 7 (11.91b) 


其 中 2 = EMT+ NG6T,B= RLB。 
接 下 来 需要 给 出 不 确定 奇异 系统 (11.72) 的 鲁 棒 Ho 控制 的 条 件 。 利 用 非 奇异 
变换 (11.77), 定义 


Mi 
LM = ;， NaR= [NA Naz] 
M2 


同样 地 , 为 了 保证 2- 范 数 有 界 , 给 出 下 面 假设 : 
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假设 11.2 
kerE C kerN4， kerET C kerMT (11.92) 


由 (11.92) 可 得 ， M2 =0,NA2 = 0。 

由 假设 11.2 和 定理 11.17 可 以 得 到 不 确定 系统 (11.72) 满足 H 性 能 的 充 要 条 
件 。 

定理 11.18 ”给 定 7 > 0, 在 条 件 (11.78)、(11.92) 下 , 奇异 系统 (11.72) 对 所 
有 可 容许 的 不 确定 性 有 重 棒 Hs 性 能 当 上 是 仅 当 存在 标量 e > 0 和 矩阵 多 > 0 满足 


AGT+OAT+eMMT B 6NT 
BT -7 NE |<0 (11.93a) 

Na6T Ns -el 
trace{ COETCT} < 了 (11.93b) 


其 中 6 EX+YGT,C = CRL。 
证 了 明 ”充分 性 证 明 。 对 于 任何 F(t) 以 及 e > 0, 可 得 


ee | -| Power Nal+ [WA | Prd Mr 0| 


ABT 0 0 NE 
MAMT 0 ONT 
| | "| | [NAO™ Na| 
0 0 NE 


最 后 一 步 可 以 从 引 理 11.2 中 得 到 ,因此 
| +AA)GT+O(A+AA)T B+ 2 


(B+AB)T 一 了 
AOT+OAT+eMMT B ONT 
< | BT | wx | [Naen Np] 


根据 Schur 补 引 理 , 不 等 式 的 右面 等 价 于 (11.93a), 因此 


(A+AA)GT+ O(A+AA)T ed _ 0 
(BTAB)7 一 


即 
(4+A4)6I+6(4+A4iT7+(B+AB)IB+ABIT<0 


根据 定理 11.17, 上 述 不 等 式 和 (11.93b) 能 保证 在 假设 (11.78) 和 (11.92) 的 条 件 下 ， 
不 确定 系统 (11.75) 是 可 容许 的 并 且 在 所 有 可 容许 的 不 确定 性 范围 内 ||G(s)||2 < ~y。 

必要 性 证 明 。 假设 在 (11.78) 和 (11.92) 的 条 件 下 , 不 确定 系统 (11.75) 有 和 鲁 棒 
H2 性 能 , 由 定理 11.17 可 得 , 存在 矩阵 X > 0 和 YY 满足 (11.79a)、(11.79b)。 因此， 
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对 于 满足 (3) 的 F(t), 下面 不 等 式 成 立 。 
[7 + 0O(A+AA)T 2 0 


(B+AB)T 一 了 
上 式 也 可 写 为 
AGT T T 
| i +| |r LNaer Nal+t | Wa | FO MT 0|<0 
B 


由 引 理 11.3 可 得 , 存在 e > 0 使 得 


AGT+OAT B MMT 0 ONT 
WR 


BT 一 7 0 0 NE 
再 由 Schur 补 引 理 ， 可 得 (11.93a)。 参 照 定 理 11.17 必要 性 的 证 明 很 容易 证 明 
(11.93b) 成 立 。 口 


接 下 来 设计 一 个 静态 奇异 变量 反馈 控制 器 v( = Kz(t) 使 得 闭环 系统 具有 重 
棒 三 , 性 能 。 

定理 11.19 ”给 定 y > 0， 在 条 件 (11.78) 和 (11.92) 下 ， 不 确定 奇异 系统 
(11.72) 所 有 可 容许 性 有 鲁 棒 万 。 性 能 , 当 且 仅 当 存 在 e > 0, 矩阵 和 > 0, Y 了 ,2Z 满 
足 


T TAIT 
一 ONAtZ Na| <0 (11.94a) 
Na GT 十 NBZ 一 E7 
trace{ COETCT} < ~ (11.94b) 
其 中 
T=AOTTH-OAT+BZ+ZIIBTt+eMMT 
GO= EX+YgT 
这 里 9 是 可 逆 的 , C = CRL。 在 这 种 情况 下 , 可 以 得 到 所 求 的 反馈 增益 
K=20-T (11.95) 
证 明 ”必要 性 证 明 。 闭 环 系 统 
Ez(t) 一 (Ak 十 AgkA)z(t) (11.96) 


y(t) = Cz(t) 
其 中 
Ak=A+BK 
AkA =AA+ABK = MF() (Na + NpK) 
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由 定理 11.18， 从 闭环 系统 (11.96) 可 以 推出 系统 (11.72) 有 和 鲁 棒 五 性 能 当 且 仅 当 
存在 K ERmxn,e > 0, 矩阵 X > 0,Y 满足 


by OQNI 十 2 0 (11.978) 
< . 

NAQT + NBpK OT -el 2 
trace{ COETCT} < oY? (11.97b) 

其 中 

T=AO +OATH-BKOTHOKTBT eMMT 
令 

Z=KOT (11.98) 


将 (11.98) 代入 (11.97), 可 以 立刻 得 到 (11.94) 成 立 。 必 要 性 证 明 完 毕 。 
充分 性 证 明 。 不 失 一 般 性 , 假设 9 = EX +YgT 是 非 奇异 的 , 否则 , 取 一 个 
充分 小 的 标量 a > 0 使 得 日 = 9 + ay 满足 (11.94a), 其 中 96 可 道 。 如 果 (11.94) 
成 立 ，(11.98) 满足 K = Z8-T。 考虑 上 述 因素 ,闭环 系统 有 和 鲁 棒 Ho 性 能 。 
标注 11.7 上 面 提 到 的 殉 控制 问题 其 实 不 是 最 理想 的 控制 。 换 句 话说， 已 2 
性 能 不 是 最 优 的 。 事 实 上 , 可 以 得 到 最 优 的 Hs 性 能 。 引入 对 称 和 矩阵 Q，(11.94) 等 
价 于 


0 COET 
五 GTCT EOT 


下 面 给 出 2 最 优 问题 : 


| > 0， trace(@) < 人 


min trace(@) 


忆 GNTT+ | 
s.t. <0 
Na OT + NsZ 一 6 
0 Co | 
EGTCT EOT 
它 可 以 用 LMI 工具 箱 求 解 。 


11.4.3 ”数值 例子 . 
为 了 验证 上 面 得 到 的 理论 结果 , 下面 给 出 一 个 数值 例子 。 
考虑 如 下 参数 的 线性 不 确定 系统 (11.72): 


0.5 0.5 0 一 0.25 一 0.5 0.25 
E= | 0.5 0 0|，4=| -0.75 0.5 0.25 
-0.5 0 0 0.25 ”一 0.5 0.25 
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1 1 017 -2 0 0 
1 0 1 1 1 0 
Na=[1 2 0], Ns=[1 1，M=[2 -1 1 


不 确定 扼 阵 下 的 = sin(t)。 设计 一 个 状态 反馈 控制 器 使 得 闭环 系统 有 和 鲁 棱 态 , 性 能 ， 
给 定 7=3, 让 $=[0 0 1]', 然后 用 LMI 工具 箱 求解 (11.94), 得 到 如 下 结果 : 


3.4524 一 1.7757 一 0.5127 
X=1-1.7757 4.5967 0.6315 
| os27 0.6315 2.3082 
一 10.6598 
Y= | 25.5451 ， € 二 0.51 
—10.6113 


= | 77s 一 5.7145 | 
了 8373 5.7640 “一 4.8543 


由 定理 11.19, 得 到 状态 反馈 控制 器 
-6.3412 7.3543 23.6743 
的 一 | 5.3185 -5.4650 | 


设置 初始 状态 向 量 zo = [0.02 0.01 0]7 并 且 在 MATLAB 中 对 闭环 系统 进行 仿 
真 , 得 到 状态 轨迹 如 图 11.8 所 示 , 从 中 可 以 看 出 闭环 系统 (11.96) 是 稳定 的 、 无 肪 


冲 的 。 


状态 幅 值 u (如 


4 6 
时 间 /s 
图 11.8 ”闭环 奇异 系统 的 状态 轨迹 


接 下 来 的 问题 是 验证 2- 范 数 是 否 小 于 给 定 的 y。 观察 图 11.9、 图 11.10 所 示 
的 输出 响应 和 控制 输入 的 曲线 , 这 两 条 曲线 很 难 拟 合 , 因此 可 以 直接 求解 2- 范 数 。 
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然而 ， 由 Parseval 定理 可 知 , 系统 的 2- 范 数 在 时 域内 定义 如 下 : 


oo 


三 
地 
是 
五 
加 
-200 2 4 10 
时 间 /s 
图 11.9 ”闭环 奇异 系统 的 输出 响应 
号 
好 
座 
< 
优 
剧 
捧 


4 6 
时 间 /s 
图 11.10 ”闭环 奇异 系统 的 控制 输入 


其 中 h(t) 是 脉冲 响应 。 从 定 积 分 的 定义 
b n 
/ jz)dz = lim 》 zi)Az 
4 i=1 


其 中 函数 f(t) 在 闭 区 间 [a,9] 内 是 连续 的 。 因此 , 为 了 近似 地 计算 2- 范 数 , 选择 足 
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够 多 的 点 并 且 将 闭 区 间 划 分 为 子 区 间 , 设置 仿真 时 间 为 [0, 10]， 固定 步 长 为 0.001 
秒 。 最终 选择 了 10001 个 点 , 得 到 了 2- 范 数 如 下 : 


_ lvl _ 20.61 _ 
GG) = E13 


它 小 于 给 定 的 Y， 因 此 ， 闭 环 不 确定 奇异 系统 有 重 棒 2 性 能 。 


11.5 不 确定 离散 奇异 时 消 系 统 时 滞 依 赖 的 
鲁 棒 稳 定性 及 和 鲁 棒 镇 定 条 件 


本 节 研 究 了 不 确定 离散 奇异 时 滞 系 统 的 鲁 棒 稳 定 与 鲁 棒 可 镇 定 问 题 ， 并 且 时 
滞 是 随 着 时 间 改 变 的 , 系统 的 不 确定 性 表现 为 范 数 有 界 的 。 首 先 , 通过 建立 二 次 型 
有 限 和 不 等 式 , 得 出 新 的 时 滞 依 赖 鲁 棒 稳定 条 件 , 将 其 以 线性 矩阵 不 等 式 (LMI) 的 
形式 表现 出 来 。 其 次 , 根据 该 稳定 性 条 件 , 给 出 了 对 所 有 容许 的 不 确定 性 确保 闭环 
系统 正则 、 因 果 、 稳定 的 鲁 棒 镇 定 控制 器 设计 方法 。 最 后 用 数值 仿真 例子 验证 了 所 
提 方 法 的 有 效 性 。 
11.5.1 ”问题 的 提出 和 定义 

考虑 如 下 不 确定 离散 奇异 时 滞 系 统 ， 


Ez(k+1)=(A+AA)z(k) + (Aa + AAg)r(k — d(k)) + (B+ AB)u(k) 
x(k)=9(k),k = —d,—d+1,...,0 


(11.99) 


其 中 zx(k) es R" 为 状态 变量 , u(k) € Rm 为 控制 输入 , 已 , 4, As 和 B 为 具有 适当 维 数 
的 常 值 矩阵 , 且 EE 可 能 是 奇异 的 , 设 rankB=7 no {9(k),k=-d,-d+1,... ,0} 
为 已 知 的 初始 序列 ，d(k) 为 正 整 数 的 时 变 时 滞 项 ,满足 


0O0<dgdk)sd< ow,k=1,2,... (11.100) 


显然 , 当 a -d= 0 时, 就 意味 着 时 滞 d(k) 是 时 不 变 的 。 入 4, AAg 和 AB 为 具有 
如 下 形式 的 未 知 且 可 能 时 变 的 范 数 有 界 的 参数 不 确定 性 : 


| AA AA:s AB | = MF(k) | Ns Ns N, | (11.101) 


其 中 M, No, Na, N 为 具有 适当 维 数 的 已 知 常 阵 ，F(k) 为 满足 FT(k)F(k) < 了 的 
未 知 和 矩阵 油 数 。 不 考虑 系统 (11.99) 的 不 确定 项 , 其 标 称 系统 为 


Exz(k+1)= Az(k) + Aaz(k — d(k)) + Bu(k) (11.102) 
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不 考虑 系统 (11.99) 的 不 确定 项 以 及 控制 输入 , 其 标 称 非 强迫 系统 为 
Ex(k +1) = Az(k) + Aar(k — d(k)) (11.103) 


为 了 分 析 方 面 , 给 出 如 下 一 些 定义 和 引 理 。 

定义 11.13 (1) 如果 和 矩阵 对 (已 , 4) 是 正则 的 、 因果 的 , 那么 系统 (11.103) 是 
正则 的 、 因 果 的 。 

(2) 如 果 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 一 个 标量 5(e) > 0 使 得 对 于 容许 的 初始 条 件 
sup_d<ksolleoeollso(e)， 那么 系统 (11.99) 的 解 x(k) 满足 lz(R)| 和 e， 且 当天 一 oo 
时 有 z(k) 一 0,， 系统 (11.103) 是 稳定 的 。 

定义 11.14 “如 果 当 w(k) = 0 时 系统 (11.99) 对 所 有 容许 的 不 确定 性 A4 .和 
A4z 都 是 正则 , 因果 , 且 稳 定 , 则 系统 (11.99) 是 鲁 棒 稳 定 的 。 

定义 11.15 ”如 果 存 在 一 个 状态 反馈 控制 律 uw(k) = Kz(k)(K < R™x") 使 得 
对 应 的 闭环 系统 是 鲁 棒 稳定 的 , 则 系统 (11.99) 是 鲁 棒 可 镇 定 的 。 其 中 wu(k) = Kzx(k) 
就 称 为 鲁 棒 镇 定 控制 器 。 | ， 

引 理 11.6 ”对 于 无 穷 序 列 oi > 0(i = 0,1,2,… ,nn,…), 如 果 ,lim 》， ou = 
a < oo, 那么 


lim @Q;= 0. 


引 理 11.703 ”中 对 任意 的 常数 阵 Ni € R"x"，N2 € "x”"， 正 定 对 称 阵 2 < 
RR**" 以 及 正 整数 的 时 变 时 滞 d(k)， 有 


大 一 1 : 
—- ) vOETZEy) & EKR{D +a(k)Y 2 IY}E(k) (11.104) 
[=k—d(k) 
其 中 
NIE+E'™N ETN,— NIE 
n= i 2 1 ， Y= | Ni N2 | (11.105) 
* -NIE— ETN; 


11.5.2 ”和 鲁 棒 稳 定性 分 析 
首先 , 考虑 系统 (11.103) 的 鲁 棒 稳定 性 问题 。 令 


= 27K) zk de) | ，w0=z0+D-zg 
那么 系统 (11.103) 可 写成 


Ezr(k+1)= | A Ay |， Ey(k) = | A-E A |elk) (11.106) 


11.5 不 确定 离散 奇异 时 滞 系 统 时 滞 依 赖 的 鲁 棒 稳 定性 及 鲁 棒 镇 定 条 件 . 211 . 


定理 11.20 如 果 存 在 适当 维 数 的 正定 对 称 阵 P,Q,2 和 和 矩阵 5, Sa. Ni, Na， 


3 S12 dNT d(A--E)'Z ATP 
* So dNT dATZ AIP 


全 二 米 * AZ 0 0 <0 (11.107) 
米 * 米 一 GZ 0 
来 水 * 水 —P 


那么 系统 (11.103) 是 鲁 棱 稳定 的 , 其 中 
Si = ATRST + SRTA— ETPE+NIE+EIN+(d-d+1)Q 
Si = ATRST + SRTAs + ETN2— NE 
Soa = ATRST + SaR TAs— NIE— EIN,.—Q 


且 RE R*x(m-7) 是 任意 满足 BTR= 0 的 列 满 秩 矩 阵 。 
证 明 ”因为 rank 瓦 = 和 所 mn， 所 以 存在 两 个 可 道 矩 阵 G 和 吾 < R"*x" 使 得 


E=GEH = 0 ，R= GY 0 (11.108) 
0 0 $ 


其 中 $8 € 有 Re)xe-7 为 任意 非 奇异 矩阵 。 令 
_ A A _ P11 P 
A=GAH=| “Y “2|, P=G-TPG-1=| 
Az1 422 PP! P22 
_ N Ni 5 _ 0 
N=OTNH=| YY |, 5=HTS=|” |, R=G TR=|. 
Ni2z! Ni.22 S21 $ 


因为 41<0 且 (94-4d+1)Q>0, 则 
w= ATRST+SR I A- ETPE+NIE+EIN <0 
上 式 左 乘 HT 右 乘 H 得 
y=HIVH= 4TRST + SRTA— ETPE+NIE+E™N, 


二 1 # _ <0 (11.109) 
1 422 $97 十 921 瑟 T422 


其 中 #4 是 与 后 续 讨论 无 关 的 项 。 由 (11.109) 可 知 


422 B57 十 S21 BT Aso <0 {11.110) 
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由 此 可 以 看 出 ，42> 是非 奇异 的 。 否则 , 假设 42* 是 奇异 的 ， 一 定 存在 一 个 非 零 
变量 5 e R"-" 使 得 4226 = 0。 那 么 就 有 (0T(422553 + 521 8TA22)C = 0, 而 这 与 
(11.110) 相 矛 盾 ,， 因此 假设 不 成 立 , 即 A422 是非 奇异 的 。 由 上 可 得 


det(zE — A) = det(G-!)det(zE — A)det(H-!) 
= det(G-!)det(—Az2)det(z1, — (A11 — A12 AR2 Az1))det(H -1) 
上 式 不 是 一 致 为 零 且 deg(det(zEB 一 4A)) = r =rank EE。 所 以 和 矩阵 对 (E, 4) 是 正则 、 


因果 的 。 根据 定义 11.13 可 知 , 系统 (11.103) 是 正则 的 、 因 果 的 。 
对 于 系统 (11.103), 选择 如 下 Lyapunov 函数 : 


V(k) = wT(k)ETPEz(k) 十 > 3 yT (DETZ Ey() 
b=—d+1 l=k—1+0 


3 (11.111) 
a+l 大 一 工 
十 3 TQD+ 2 9 7zT(D)Qz() 
1=k—a(k) 60—_ dt2l=k—1+0 
则 V(k) 沿 系统 (11.103) 轨迹 的 前 向 差分 为 
AV(k)=V(k+1)— V(k) 
=zT(k+ 1)ETPEX(k+1)— 7 (k)E'PEzr(k) 
k—1 
tdy" (k)ET ZEy(k) 一 y (EZEy() 
k 和 天 一 1 
+ > 2TDQzr0)- zT(D)Qz(D) 
l=k+1—d(k+1) l=k—d(k) 
k—d 
+(d~ dz (FQTk)— >， 7 (DQz() 
l=k+1—d 
ET) | A Aa | P[ A A | — wT(k)ETPEz(K) 
k—1l 
+AyT(K)ETZEYK)— >》 yD)ETZEY() 
l=k—d(k) 
kd 
TT (KEQTK) — 2T(k— dk)QIkE dR)+ >》 zr(D)Qz() 
i=k+1l—d 
+(d— dx" (k)Qz(k - (11.112) 


kK 十 1 一 
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因为 BTR = 0, 所 以 容易 得 到 
TT(k+I)ETRSTrK) + x (KSRT Er(k+ 1) 
+z (k+l1)ETRSTr(k — d(k) + rT (k— ad(k))SaR! Ez(k + 1) 
=ZzT(k)(ATRST + SRTA)z(k) + 27 (Kk)(ATRST + SRY Aa)z(k — d(k)) 
zk— dk)(ATRST + SaR" Aa)zr(k — d(k)) = 


(11.113) 


那么 , 由 引 理 11.7, 式 (11.112) 和 式 (11.113) 可 得 
AV(k) < €° (k)SE(KR) 
再 由 式 (11.107) 得 
AV(k)<0 
且 


Ajz(k+ DN — VO Sz (k+lI)EPEzX(k + 1) — V(0) 


<V(k+1)— -yq 


< Sy |z()12 (11.114) 


其 中 Al 一 Mnin(ETPE) > 0, 和 2 一 —Amax(S) >0. 
显然 ,由 式 (11.114) 知 


(11.115) 


k 
由 式 (11.115) 知 ，》 |z(9)12( = 0,1,2,… , n,… ,00) 是 有 界 的 。 由 引 理 11.6 


i=0 

得 ， lim llzG| = 0, 因此 ， lim z(i) = 0， 这 就 意味 着 对 于 任意 满足 0 < d < 
d(k) < ad < o0,k = 1,2,.- . 的 时 变 时 灌 d(k), 系统 (11.103) 是 稳定 的 。 由 定义 11.14 
知 ， 系统 (11.103) 是 鲁 棒 稳 定 的 。 口 

基于 定理 11.20, 对 w(k) = 0 时 的 系统 (11.99), 容易 得 出 以 下 定理 。 

定理 11.21 ” 如果 存 在 适当 维 数 的 正定 对 称 阵 PQ,2， 和 矩阵 5, Sa, Ni, Na， 
标量 < > 0, 使 得 式 (11.116) 成 立 , 那么 u(k) = 0 时 ,系统 (11.99) 对 所 有 满足 式 
(11.100) 和 式 (11.101) 的 不 确定 性 都 是 鲁 棒 稳 定 的 。 


.214 . 第 11 章 “奇异 线性 系统 的 鲁 棒 控 制 


a So dNT d(A-E)'Z ATP 5SRIM ENI 


水 * 一 0 0 0 0 0 

水 * 一 GZ 0 d2ZM 0 <0 (11.116) 
水 * 水 炒 —P PM 0 

* 六 来 水 六 —el 0 

六 水 站 * 水 炒 一 E 了 


其 中 R, ,Sis 和 .5322 与 式 (11.107) 中 定义 相同 。 
证 明 ”将 式 (11.107) 中 4 替换 成 4+ MF(K)N。，Aa 替换 成 As + MF(k)Na 
可 得 
S+TF(KE)G+ GIFIRTT <0 (11.117) 


其 中 
r=| MTRST MTRSY 0 dM'Z MTP ] ， 5=|NNoo0o0 
由 引 理 9.3 知 , 存在 标量 s > 0 使 得 


S+e ITT +eg$iG<0 (11.118) 


由 Schur 引 理 知 ， 该 不 等 式 等 价 于 (11.116)。 
11.5.3 ”和 鲁 棒 镇 定 控制 器 设计 


首先 , 考虑 标 称 系统 (11.102) 的 镇 定 控制 器 设计 问题 。 控制 律 u(k) = Kz(k)， 
则 对 应 的 标 称 闭环 系统 为 


Ez(k+1)= (A+ BK)z(k) + Auz(k ~ d(k)) (11.119) 


对 该 标 称 闭环 系统 , 可 得 下 面 的 定理 。 
定理 11.22 ”如 果 存 在 适当 维 数 的 正定 对 称 阵 P,Q, 2Z, 矩阵 5, Ni, N2, X, 上 ， 
使 得 式 (11.120) 成 立 , 那么 系统 (11.119) 是 鲁 棒 可 镇 定 的 


Tl 7 » XTAT 十 已 Na — NI ET dNyY 0 


* 722 XIAT 0 adZ 

* # QEN_NIET dN 0 |<0 (11.120) 
水 * 六 _dZ 

六 水 水 六 —dZ 


11.5 “不 确定 离散 奇异 时 滞 系 统 时 滞 依 赖 的 鲁 棒 稳定 性 及 鲁 棒 镇 定 条 件 - 215. 


其 中 RE R"**(m-"7) 任意 满足 ER = 0 的 列 满 秩 矩阵 


Ni=(A4- EX+X'(A- E)T+BL+LTBT+ NIET+ EN +(d-d+1)0Q 
T12= EP+SR' ~- XT+(A- EJX+BL 
Too =—X—-XT+P 


且 状态 反馈 控制 律 为 


uk) = LX-!z(k) 


证 明 ”系统 (11.119) 等 价 于 如 下 形式 : 


Ez(k+1)= Az(k) + Ayz(k — d(k)) (11.121) 
其 中 
=» |ED (k) = z(k) 
10ool: | Ey(k) 


将 式 (11.107) 中 的 EE, 4, hz, PQ,2, RR,S5, Sy, Ni, No 分别 替换 成 5, A, Aa, PP,O,2, 且 , 
5,5g,; 仙 ,No， 则 由 定理 11.20 知 , 系统 (11.120) 是 鲁 棱 稳定 的 。 作 为 特例 , 选择 


P | 0-|? |， 2-| ,| A- | ? | 
0 BI 0 68I 0 BI 0 XX 


S | | 0 | -| 0 
0 I 0 BI 0 BI 
其 中 PE R"x",Q E Rn"xn ,2 € RR"x" 为 正定 对 称 阵 ，R_ € R"*xm-") 为 任意 满 
足 BTR = 0 的 列 满 秩 矩 阵 ，X <e R"x" 为 任意 非 奇异 矩阵 ，9 e Rmx(m-"), NE 
术 "xn, N2 e Rn"xn 为 任意 和 矩阵。 容易 验证 无 为 列 满 秩 和 矩阵 且 满 足 ETR = 0。 使 用 
Schur 补 并 令 6 一 0 得 


Sa=0 


A Ai2 XTAg + ETN 一 NTE dNT 0 


* 422 XTAa 0 dZ 
+ * -9@-ETN -NB dN 0 |<0 (11.122) 
*¥ * -d2Z 0 


水 * 水 水 一 QZ 
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其 中 
Ai1=(A+BK— EX+XI((A+BK- E+NIE+EIN+(d- d+1)Q 
A1z= ETP+SRT— XT+(A+BK- EX 
hz =—X—- XT+P 
现 考虑 如 下 离散 奇异 时 变 时 滞 系 统 : 
ETck+1)= (A+BK)Te(k) + ATc(k — ad(k)) (11.123) 


其 中 oc(k) € Rn 为 状态 变量 。 

注意 到 det(zE 一 4) =det(zET 一 AT), 因此 惩 阵 对 (EB, 4) 是 正则 , 因果 的 , 当 
且 仅 当 和 矩阵 对 (有 ET 4T) 是 正则 , 因果 的 , 因此 系统 (11.119) 是 正则 , 因果 的 , 当 且 
仅 当 系 统 (11.123) 是 正则 , 因果 得 。 另 外 , 由 于 det(zE 一 (4+BK)- Aaz-4*))=0 
的 解 与 det(zE” - (4+ BE 42 4 = 0 的 解 相 同 , 因此 系统 (11.119) 是 稳 
定 的 当 且 仅 当 系统 (11.123) 是 稳定 的 。 

因此 , 如 果 仅 仅 考虑 系统 得 正则 性 , 因果 性 , 稳定 性 , 可 以 认为 系统 (11.123) 和 
系统 (11.119) 是 等 价 的 。 则 将 (11.122) 中 的 E, (4 + BK), ha 分 别 替换 成 ET, (4 十 
BK)T, AT, 并 引入 矩阵 上 = KX, 可 得 线性 矩阵 不 等 式 (11.120)。 由 定义 11.15 得 ， 
离散 奇异 时 变 时 滞 系 统 (11.119) 是 鲁 棒 可 镇 定 的 。 

基于 上 述 定理 , 进一步 给 出 系统 (11.99) 的 鲁 棒 镇 定 控 制 器 设计 算法 。 

定理 11.23 ”对 系统 (11.99), 如 果 存 在 适当 维 数 的 正定 对 称 阵 PQ, 2, 矩阵 
S, Vi N2,X,L, 标量 el > 0, cz > 0, 使 得 式 (11.124) 成 立 , 那么 对 应 的 闭环 系统 对 
所 有 容许 的 不 确定 性 都 是 鲁 棒 可 镇 定 的 ， 且 状态 反馈 控制 律 为 


u(k) = LX 1z(k) 


O11 Tig XTAT 十 五 No 一 NEET dNT 0 GO16 XTNT 


* 722 XTAY 0 ddZ 66 XINT 

水  * O33 dNT 0 0 0 

水 水 水 -ad2Z 0 0 0 < 0 
米 * 六 * 一 GZ 0 0 

术 水 水 水 水 一 Ei 了 了 0 

* 水 * * 水 * 一 E2 了 了 


(11.124) 
其 中 Re R"**("") 为 任意 满足 ER = 0 得 列 满 秩 矩阵 
O11 一 Ti +eMMT 
Qs3 =—Q— EN — Ny ET + eo MMT 
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O16 = 626 = (NaX + NoL)™ 
且 六 ia 722 与 (11.120) 中 的 定义 相同 。 | 

证 明 ”将 (11.120) 中 的 4, 4g 和 B 分 别 用 A 二 MF(k)N, ha 二 MF(k)Na 和 
B+ MF(k)Ns 替换 ， 同 定理 11.22 的 证 明 , 可 以 得 出 (11.124) 成 立 。 口 
11.5.4 ”数值 仿真 例子 

例 11.7 考虑 系统 (11.103) 的 参数 的 如 下 : 

-|! ?| A | | -| 0.7 0.3 
0 0 0.8 0.1 0.25 —0.1 
且 时 变 时 滞 d(k) 满足 (11.100)。 分 析 该 系统 的 鲁 棒 稳定 性 。 

由 于 时 滞 是 时 变 的 , 采用 本 节 的 方法 ,计算 当时 变 时 滞 下 确 界 d = 0 时 , 确保 
系统 鲁 棒 稳定 的 上 确 界 4。 由 定理 11.20 知 , 通过 求 线性 矩阵 不 等 式 (11.107) 的 可 
行 性 问题 ,可 求 得 保证 系统 鲁 棒 稳 定 的 时 变 时 滞 的 最 大 值 为 4 = 9。 

例 11.8 ”考虑 系统 (11.99) 的 参数 如 下 : 

lg 
2 


1 . . . 本 
R= 9 4 0.6 025 | Aj = 0.7 0.3 
0 0 0.8 0.1 0.25 —0.1 


or-| 2 Na = Na=| 02 0.2 | ， Ns=1 
0.2 
分 析 该 系统 的 鲁 棒 可 镇 定 问 题 。 


设 4 = 0， 应 用 定理 11.23, 选取 RR | 0 1 | ， 并 通过 求 线性 矩阵 不 等 式 
(11.124) 的 可 行 性 问题 , 求 得 时 变 时 灌 的 上 确 界 为 4 二 8 以 及 一 个 合适 的 状态 反馈 
控制 律 为 

wu(k) = | -9.1083 —5.6510 | > 
能 确保 闭环 系统 鲁 棒 稳定 。 


11.6 注 记 


本 章 第 1 节 、 第 2 节 由 文献 中 、[14 、[15] 改写 而 成 , 第 3 节 、 第 4 节 由 文献 
[16]、[17] 改写 而 成 , 第 5 节 由 文献 [18]~[21] 改写 而 成 。 


11.7 习 题 


EE ES es 
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求解 系统 解 的 可 容许 条 件 。 
2. 考虑 如 下 的 系统 : 


1 1 1 Z1(t) 一 1 QU x1(t) 2 
6 5 -1| iit)|=| 2 -8 3 | |z2(t)|+ |3|u(t), t20 
3 4 0 Zsa(t) 1 —4 —9 zx3(t) 4 


判断 系统 是 否 具有 可 容许 解 ， 如果 没 有 , 设计 状态 反馈 控制 律 u(t) = Kz(t), 使 得 
系统 是 可 容许 的 。 


3. 考虑 如 下 的 系统 : 
1 1 11] [ztt) -1 0 1 zi(t) 2 0.5 
5 7 国 i2t}|=11 -9 2 zo(t) | + |31ut)+ 10.7| wt) 
2 3 -1| |is(t) 0 -5 -10| |zs(t) 4 1.1 
z(t)=[1 0 1][zT(t) z(t) 2 
z(0)=[5 5 5]7 


给 定 衰减 度 7 = 0.6, w(t) < L2[0, oo0) 为 幅 值 为 5, 频率 为 0.6 的 任意 随机 向 量 。 设 
计 和 鲁 棒 有 H 状态 反馈 控制 器 。 试 判断 其 鲁 棒 稳 定性 。 
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12.1 奇异 时 消 通 信 系 统 的 玉 、 滤波 
12.1.1 ”问题 的 提出 与 定义 
奇异 时 混 通 信 系统 的 方程 为 
| Ei(t) = Az(t) + Bw(t) 


y(t) = Cz(t) + Drv(t) (12.1) 
z(t) = Lz(t) 


其 中 x(t) e R* 是 状态 向 量 , y(t) e R"m 是 测量 输出 , w(t) e RP? 和 v(t) e R4 是 噪 
声 , 它们 属于 L2[0, co) 空间 , z(t) s RY 是 要 估计 的 信息 , 4, B, C, D, 请 和 工 是 已 
知 矩 阵 , 已 可 能 是 奇异 矩阵 , 设 rankE=r<n。 

我 们 用 下 面 的 满 阶 滤波 器 去 估计 z(t)。 


| Epip(t) = Apxe(t) + Bed(t) 


(12.2) 
zF(t) = Crpre(t) 


其 中 zp(t) € R"*，zp(t) ER， 矩阵 Ap € Rn Bp € R"*m, Cp < Rn 和 
Er € R"x" 是 待 求 的 矩阵 ， 忆 Pr 可 能 是 奇异 的 , 设 rankEk 二 7 < n。 

标注 12.1 “” 当 数据 通过 信道 时 ， 传 输 时 滞 和 竺 包 是 不 可 避免 的 。 为 了 把 时 滞 

(1) 采样 器 和 量化 器 是 时 钟 驱动 的 ， 零 极点 保持 器 是 事件 驱动 的 。 

(2) 采样 周期 为 e， 其中。 是 一 个 正 有 理 数 。 零 极点 保持 器 的 更 新 时 刻 记 为 办 
(k= 1 ,00)。 

(3) 数据 是 以 单 包 的 形式 在 信道 中 传输 的 。 

基于 标注 12.1, 我 们 用 数学 模型 来 描述 传输 时 灌 、 丢 包 和 量化 问题 。 

首先 ,考虑 传输 时 滞 ， 设 妇 时 刻 收 到 的 数据 延 时 时 间 为 六 ， 由 零 极点 保持 器 
的 性 质 有 


Yt) = yt — Tk), tk St < tetl (12.3) 


由 于 网 络 允许 信号 的 时 滞 时 间 是 有 限 的 , 存在 一 个 7 满足 
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0<n<&T 
其 次 , 把 如 和 如- 时 刻 之 间 丢 失 的 数据 个 数 记 为 6, 因 网 络 允 许 的 丢 包 数 是 
一 定 的 , 令 5 为 连续 丢 包 最 多 的 个 数 。 由 此 可 知 


0 入 六 入 5 (12.4) 


从 上 面 的 讨论 再 考虑 (12.3) 和 (12.4) 有 


大 +1 一 不 三 (1 十 Te 十 TA+L 一 全 (12.5) 
网 络 诱导 时 洁 tk 一 Tk 可 以 表示 成 
tk— Tk =t—t+itr Tk =t—7T(t) (12.6) 
其 中 
T(t) = to— tet Tk (12.7) 
根据 式 (12.5) 得 
0O<eg7r(t)gr+(6+l)e=d (12.8) 


最 后 ,选择 密度 最 小 的 对 数量 化 器 来 量化 信号 [1 
Ui = {+ : ul = poud,i = 土 1, 二 2,.….}U {tw}U {0} 


(12.9) 
0<p;<1, wu0)>0 
其 量化 器 fj(-) 定义 为 
2 1 J 1 2 
i, UW LU < Us v>0 
1l+o; 1—0o; 
fi(v) = 0 ,二 (12.10) 
—f;(—»), v<0 
其 中 
1—p; 
0j=3 Te (12.11) 


通过 上 面 的 分 析 , 可 以 把 网 络 时 滞 、 技 包 和 量化 用 统一 的 式 子 表示 , 考虑 文献 
[1] 可 得 


yD = (T +A))y(t — 7(t)) (12.12) 
其 中 
A(t) = diag{ A1(t), A2(t),:: ,An(t)}, Aj(t) € [一 ooj] (12.13) 
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标注 12.2 ”文献 [?] 第 一 次 用 该 模型 来 描述 带宽 有 限 的 网 络 控制 系统 ,通过 
Lyapunov-Krasovskii 方法 得 到 了 丢 包 数 和 时 延 之 和 人 允许 的 最 大 值 , 用 上 行 界 的 方 
法 处 理 量化 误差 问题 。 此 模型 很 有 研究 意义 , 现在 把 它 推广 到 奇异 系统 。 
考虑 (12.1)、(12.2) 和 (12.12). 滤波 误差 系统 可 以 表示 为 
Eé(t) = AE(t) + MEéE(t — 7(t)) + Bolt) 
elt) = CElt) (12.14) 
é(t) = (t), te [40] 


其 中 
M= M+AM, B=B+AB, el(t)= z(t)~ zr(t) 
AM = GA(WH, AB=GA()Hs, 0<Ht)=p<1 
Hi=[AC 0], Ha=[0 AD]， C=[L -Cr 
1_[4 0 B213 0 | 70 
-=| a -| pap) ‘0= 0| (12.18) 
BilE 0 yo 0 ji 0 
-| pol -| psc ol 20= | 
0 
A(t) = A(t)AT, A= diag{o1,:.. ,on)}, c=| | 
Br 
定义 12.1 


(1) 如 果 和 矩阵 束 (sE 一 4) 正则 , 即 存 在 so € C 使 得 行列 式 det(soE 一 A) 0， 
则 称奇 异 系统 (12.14) 是 正则 的 , 或 称 和 矩阵 对 (E, 4) 是 正则 的 。 

(2) 如 果 deg det(s 忆 一 A) = rankB， 则 称奇 异 系 统 (12.14) 是 无 脉冲 的 , 或 称 
和 矩阵 对 ( 忆 , 4) 是 无 脉冲 的 。 

定义 12.2 

(1) 当 w(t) = 0 时 ,如 果 和 矩阵 对 (5, 4) 是 正则 、 无 脉冲 的 ， 则 奇异 时 滞 系 统 
(12.14) 是 正则 、 无 脉冲 的 。 

(2) 如 果 存 在 正 数 a, 8 和 5 使 可 微 函数 V(t, 6$) 满足 

dl < VG, 8) < BlléON: 
并 且 它 的 导数 满足 
1 V(t,@) < -TEN <0 

其 中 |l(t)le=sup]lt(t 十 9) 当 -~-dg9<0。 

(3) 对 任何 初始 g(t), 如 果 存 在 6 > 0 和 a > 0 使 奇异 时 洁 系 统 的 解 E(t) 满足 
1) |2< ae- 叶 le 上 2， 则 系统 (12.14) 是 指数 稳定 的 。 
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12.1.2” 态 w 控制 器 设计 

定理 12.1 ”给 定常 数 j < 1 和 ?+ > 0, 如 果 存 在 正 数 = 和 矩阵 可 > 0,@ > 
0;Z > 0,2 > 0, P 且 满足 不 等 式 (12.16) 和 (12.17)， 则 滤波 误差 系统 (12.14) 满足 
正则 无 脉冲 、 指 数 稳定 ， 且 具有 五 性 能 。 


EP= PIE>0 (12.16) 
Bn) PIM+ETZE 0 PTB dATZ CT PIG 
水 $(22) ETZE eHTH; dMIiZ 0 0 
水 水 * -7?727+epTIp dBrZ 0 0 <0 
水 * 水 水 一 022 0 adZG 
六 水 * * —J 0 
* 六 * 水 * 米 一 E7 
(12.17) 


其 中 
Z=Z+2Z 
$11) = PA+ATP+O— ETZE 
B22) = —(1— HO -8) -BZE- EZ2E+eHTH 
$s) 一 QO — E'ZE 


证 明 ”因为 rank 忆 = 2r < 2n, 所 以 存在 两 个 非 奇异 矩阵 1, Lz < R2n*2n 使 


得 
_ LI, 0 _ 4 4 
LiEL 一 | 2 | LiAL; = | 四 | 
0 0 A2l A22 (12.18) 
P1 P , Zi1 2 . 
LiTPL = | 11 ?|， 71-T 放 5-1 一 | 11 | 

Po Ps Z21 ZL22 
把 式 (12.18) 代入 式 (12.16) 有 忆 。 = 0, 从 式 (12.17) 得 

PITA+ATP- ETZE<0 (12.19) 
由 式 (12.18) 和 式 (12.19) 可 知 

PaA2z2 +42Pa <0 (12.20) 


从 式 (12.20) 可 得 42。 是 非 奇 异 的 , 通过 定义 12.1 知 矩 阵 对 (E, 4) 是 正则 、 无 脉 
冲 的 , 再 由 定义 12.2 得 系统 (12.14) 是 正则 无 脉冲 的 。 
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为 了 证 明 当 w(t) = 0 时 滤波 误差 系统 (12.14) 是 指数 稳定 的 ， 引 入 下 面 的 
Lyapunov-Krasovskii 函数 : 


t—7(t) 、 
v0) = eB Pe + | Ges + {des 


—7(t) 
)]'2 ， 
+af [a s)]'Z[Eé(s)|dsd0 raf ,/, [BEé(s)]T Z[Eé(s)]dsdo 
(12.21) 
沿 滤 小 误差 系统 (12.14) 的 轨迹 对 V(t(t)) 进行 求 导 得 
V(E()) <2ET (PET PE) + ET (HOE) — ET(t ~ qd)QE(t -a) 


. t—7T(t) , _ . 
FETE- TO elt -7() a / [Bé(s)]T 2[Eé(s)ds 


sd 
0 
af EEC ZLBE(s)ds + ad? [BECt)] 2Z[BE(E)] 
(12.22) 
由 Jenson 不 等 式 可 知 


tr 的 
a / [Bé(s)]T 2[Bé(s)ds 


—d 


cleo Ee m0] [a0] -af pair ee 


< | EE ETZE en 


él(t) ETZ2E -ETZE £(t) 
(12.23) 
同时 考虑 式 (12.17), 式 (12.22) 和 式 (12.23) 有 
Al! Ai 0 AT 
V(Et)) < a T(t) | *  Aoo ETZE | 十 四 2[4 M Tr( 四 <0 
* * -QQ- ETZ2E 0 
(12.24) 


其 中 
A(t)= [ET ETE TD)) EE- dd)] 
All = PTA+ ATP+0O- ETZE 
Ai = PTM+ ETZE 
Az2 = -1-0-0)— ETSE.. ETZE 
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由 定义 12.2 可 以 找到 常数 A。> 0 使 得 V(E(t)) < 一 Aollé(2)? < 0。 从 下 (的 ) 
的 定义 可 知 存在 常数 Xi, Xa? 和 和 3 满足 


Vee) < AIEOP+ 和 大 IEGPas+A /les = dds (12.25) 
t—d t—d 
选择 一 个 8 > 0, 定义 新 的 函数 

W(t) = eStV (E(t)) (12.26) 


从 式 (12.25) 可 得 


der'V (E(t)) et 


去 [BV (€(t)) + V (EH))] 


< op + Ba 人 ElPas (12.27) 
+ Bx eGs = Ods — le 
t—d 
对 (12.27) 进行 (0, bj 区 间 上 的 积分 , 同时 考虑 以 下 不 等 式 ; 
t 0 t 
[fleas < adem f ele las (12.28) 
J0 下 一 多 0 
可 知 
t 
V(Elt)) ge HV (9G)) trom / elsds (12.29) 
0 
其 中 
入 = BN 十 BXadesd 二 DAade26d — X0 


可 以 找到 一 个 足够 小 的 数 8 > 0 使 入 < 0, 考虑 式 (12.21) 和 式 (12.29) 用 文献 [3] 
中 的 方法 可 以 找到 一 个 a 满足 
V(é(t)) oa 8 


up 6(s)l2e ®t (12.30) 
—d'&s&0 


因为 矩阵 对 (已 , 4) 是 正则 、 无 脉冲 的 , 所 以 式 (12.18) 等 于 


产 - 族 了 72r 0 7 py A2r 0 疡 T 
E=LEm=| 0|， aa | | P=-npr2 = | 


P11 0 | 
0 T2n—2r ， 


B11 Py 
(12.31) 
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定义 
~ rT [M1 Mi2 jj jl _ 1 T&D 
M= LiML; = [ar ne | ; P(t) = Lz b(t), LL; &(t) = [| (12.32) 
于 是 式 (12.14) 等 于 
(0) = Azrt1(t) + Mii(t — 7(t)) + Mizé2(t — 7(t)) (12.33) 
0 = €2(t) + Ma (t — 7(t)) + Mazé2(t ~ 7(t)) 
从 式 (12.21) 和 式 (12.33), 可 得 
考虑 式 (12.30) 和 式 (12.34) 有 
| (9 Ps Ne) Su lo le 党 (12.35) 
结合 式 (12.24) 和 式 (12.33)， 可 知 
PS + Pz + Q2 Py M22 | I 0 (12.36) 
* -( -AmGzj | 0 0 


为 了 研究 &2(t) 的 指数 稳定 性 ， 设 
F(t) = €2 (tO2€2(t) = (1 — p)E2 (t — T(t))Y2é2(t — 7(t)) (12.37) 
在 式 (12.33) 第 2 式 的 左边 乘 以 2 了 (t) Pz 知 
0 = 2€7 (t) Pa2é2(t) + 2€7 (t) Py Maiéi(t — T(t)) + 2€3 (t) P22 M22é2(t — T(t)) (12.38) 
把 式 (12.38) 加 到 式 (12.37) 的 右边 , 同时 考虑 引 理 11.2 得 


F(t) =é€7 (1)Q2é2(t) + 262 的 Pa — (1 — p)é2 (t — T(t))Q2é2(t — 7(t))é2(t) 
+ 2€2 (t) Pez Ma1é1(t — T(t)) 十 283 (t) P22 M22é2(t — T(t)) 
_ PS + Pz + Q2 Py M22 | 


下 


T (12.39) 
_(1- 03 + mié2 (t)é2(t) 


+ tt —7(D) ME PE P22 Mak(t — 7(t)) 
从 式 (12.35), 式 (12.36) 和 式 (12.39) 得 


F(t) < -Oo — m)eT (Ea(t) + ce (12.40) 


12.1 ”奇异 时 混 通 信 系统 的 盯 滤波 


3 Cr 也 一 
其 中 6 一 Mmax (D2 M1) on Sup oe) 
Mmin (Pi) —d&t<0 


:227 ， 


可 以 找 一 个 是 够 小 的 数 六 满足 Xo -页 > 0, 同时 可 以 得 到 另 一 个 常数 mo 


使 得 
Q2 + (No 一 太 )1 关 (二 了)@a 
从 式 (12.37) 和 式 (12.41) 有 
县 Go 的 Se 有 (人 7)9aet-r 的 + 让 人 


1 
其 中 。= 
人 De 


设 f(t) = 红 ( 人 Gatz 人 的 , 则 从 式 (12.42) 可 知 


f(t) < elo) _Sup f(s) + pr Bt 


st 


由 文献 由 中 的 引 理 2 得 


f(t) < sup fls)e t+ Ce pg 
-d'sg0 1 — e(l ~ We 


其 中 6o = min{6,7}, 0<7<- (3) Iinle(1 — 内]。 
从 式 (12.44) 可 得 


_ 交 . {OD —Bot 
[Ea < Xnin( Qa) Mn( Oo) sap GCS) )o mt + Te 


—d'‘gs< i oll 和 He-bPod 


考虑 式 (12.35) 和 式 (12.45), 系统 (12.14) 是 指数 稳定 的 。 
为 了 研究 滤波 误差 系统 的 瓦 。 性 能 , 令 


J = [i [eT(Wel(D) = ya Tt) + VE at + VECO)) — VE(00)) 


因为 滤波 误差 系统 (12.14) 是 指数 稳定 的 , 所 以 
Ih: Is 0 PTB+qdATZB 
oO T * 11»» ETZE MTZB 
J < / 6C (t 、 请 记 
* -QQ—E ZE 0 
水 水 水 一 了 2 了 十 dBTZB 


C(t)dt 


(12.41) 


(12.42) 


(12.43) 


(12.44) 


(12.45) 


(12.46) 


(12.47) 
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其 中 
5 的 =[ETO ETG-r 的 ) TE) oT 
有 =PT4+4TP+G-ET2ZRB+Hd24T2I4+CITC 
有 ma = PTM+AdaATZM + ETZE 
I = -1 WO- 0 EZ2E- EZE+dMTZM 


(12.48) 


由 shur 补 定理 和 式 (12.17) 得 (12.47)<0， 从 而 可 知 对 所 有 的 非 零 干扰 w(t) < 
Lz2[0,o0) 有 了 < 0, 即 


[ elt)'e(W)dt < (/ W(t) w(t)dt + ") (12.49) 


标注 12.3 ”定理 12.1 给 出 了 滤波 误差 系统 (12.14) 满足 正则 、 无 脉冲 、 指 数 
稳定 和 五 。 性 能 的 充分 条 件 。 然 而 ,必须 指出 (12.14) 中 有 非 线性 项 ， 所 以 不 能 
通过 (12.14) 用 MATLAB/LMI 工具 箱 求解 滤波 器 参数 。 另 外 , 当 B= 了 时 , 系 
统 (12.1) 就 是 标准 系统 ,其 指数 稳定 和 具有 ” 瓦 ~， 性 能 的 条 件 是 存在 矩阵 @ > 0， 
Q@>0,2>0 二 >0, 巨 =7T 使 得 式 (12.14) 成 立 。 

为 了 解决 标注 12.3 提出 的 问题 , 在 定理 12.1 的 基础 上 得 到 了 下 面 的 定理 。 

定理 12.2 ”如 果 存 在 矩阵 Qi > 0, Gil > 0, Zi > 0, 2 > 0, X,Y, Ay, 
Bj, CF 使 得 式 (12.50) 和 式 (12.51) 成 立 , 则 存在 一 个 全 阶 滤波 器 使 得 滤波 误差 系 
统 (12.14) 满足 正则 、 无 脉冲 、 指 数 稳定 ， 且 具有 五 性 能 。 

ETIX= XIE>0 
ElY=Y'E>0 (12.50) 
ET(X—-Y)>0 


Ol O12 O13 0 YTB 0 d2ATZi1 LT 一 CF 0 
* O22 Oo3 0 XIB BD dATZu LT By 
* * Gs EZuE 0 eCTATAD 0 0 0 
水 水 六 O44 0 0 0 0 0 

QO=| * * * 水 一 y27 0 d2BTZI1 0 0 |<0 

玉米 来 水 * GO66 0 0 0 
六 水 * 水 水 水 —d2211 0 0 
* * * A* * 站 水 一 了 0 
* 六 * * 六 六 * 六 —el 
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其 中 
Zn = Zi + Zh 
6il =YI4+4IY 二 Gu ETZuE 
O12=Y A+ATX+AT +Qna — ETZLE 
O13 = ETZ11E 
ez = XTA+ATX+ON1— ETZuE (12.51) 
Oa3 = BIC+ ETZLE 
G33 = -1-0n -Qn)— ETZE- ETZNE+eCTATAC 
Qu = -Qi — ETZNE 
966 = -7Y27+eDTI4T4D 
此 时 可 以 找到 矩阵 5, 5,W 和 WW 满足 
E'S=STE, EW = WET 
| (12.52) 
XY !=I- SW, Y-!X=1- Ws 
则 滤波 器 的 参数 为 
Er=E, Ar=5S TAY- -iWw-! 
Br=S 1B, Cp= CY WwW-! 


证 明 ”由 文献 [5] 可 知 存在 非 奇异 矩阵 5, 5, W, W 使 得 式 (12.52) 成 立 。 设 


y-! 7 TX Y 0 
-lw ol “= lo ss] el 
WwW 0 0 5 0 


(12.53) 


P= A4247!= |s yw ，@= 有 0 | (12.54) 
0-[ | 2-[ 加]，2-[ 及 | 
从 文献 [5] 定理 1 的 证 明 可 得 
E=Er, ErP~ PTE>0 (12.55) 
把 式 (12.54) 中 的 已 代入 式 (12.55), 可 得 式 (12.50), 设 
了 = diagf4i4s Aihs 44 IT I I (12.56) 


Ar=YWTAFS, B= STBEp, CF =YTWTCOr (12.57) 
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在 式 (12.17) 两 端 同 乘 以 2 令 222, 222, O22， Q22 趋向 于 零 ， 则 式 (12.51) 成 


Es 
Yo 


标注 12.4 为 了 消去 耦合 项 , 文献 [2] 在 Lyapunov-Krasovskii 函数 中 引入 了 奇 
异 矩 阵 (K = [1 0])， 如 果 在 奇异 系统 中 采用 同样 的 方法 ， 则 Lyapunov-Krasovskii 
VE(G) > 0 而 不 是 V(E(t)) > 0。 为 了 解决 这 个 问题 令 222，222, @22，Q22 趋向 于 
0。 

由 于 式 (12.50) 不 是 严格 的 线性 矩阵 不 等 式 , 所 以 很 难 用 MATLAB/LMI 去 求 
解 。 下 面 用 矩阵 分 解 的 方法 ,把 线性 矩阵 不 等 式 转化 为 严格 的 线性 矩阵 不 等 式 。 

推论 12.1 “如果 存 在 矩阵 X = 0O 刀 + 87Y,Y = TE+ $3, Qi >0, Gil > 
0, 2 > 0, 荆 > 0,211 >0, 2 >0 7 了 ,SS，hy, Bt 和 Cy 使 得 式 (12.51) 和 式 
(12.58) 成 立 , 则 存在 一 个 全 阶 滤波 器 使 得 滤波 误差 系统 (12.14) 满足 正则 、 无 脉冲 、 
指数 稳定 ， 且 具有 五 性 能 。 


2- 了 >0 (12.58) 


证 明 ”因为 rankB =7+， 则 存在 非 奇 异 和 矩阵 Ls 和 La e R?*" 满足 


LaEL | | 12.59 
BL4= | 0 (12.59) 
在 (12.50) 两 端 同时 乘 以 ZL 和 得 
Xi 0 
LTXL4 = ， Xl1>0 12.60 
3 “ [x | " ( ) 
设 
.1 0 
$=13|, $ (12.61) 
其 中 $eRMm-7 x(m-7), 有 
基 0 
x=- 可 | 和 | 
X21 X22 
Ail 0 I. 0 0. 
= LT ror | | 可 | | 881ix X221 L717! 
| | 5 0 0 TY | [Xa Xaz) hs 
= NE+g7 
(12.62) 
其 中 
XX 0 
2= 如 | ) [>0, T=8 1[X X22] Li (12.63) 


12.1 奇异 时 滞 通 信 系 统 的 互 ~ 滤波 231 ， 


同 理 可 得 矩阵 六 , 更 使 得 


了 =T 已 + 63 (12.64) 
从 上 面 的 讨论 有 
ETX= ETQE+G7T)= (NEB+ $7T) IE= XIE>0 
ETY = ET(TE+ GS)= (TE+ $3) IE=YTE>0 (12.65) 
EI(X-Y)= ET(n-T)E>0 
口 
12.1.3 ”数值 例子 


(稳定 性 分 析 ) 考虑 下 面 的 奇异 时 滞 系 统 : 
1 0 0.5 1 一 1.1 1 
s= |。 中 4-| 的 | 0 本 
一 方面 考虑 保守 性 , 表 12.1 列 出 了 用 文献 [6]~[10| 和 定理 12.1(/ = 0) 求 得 的 时 滞 
允许 的 上 界 。 通 过 比较 很 容易 看 出 定理 12.1 的 保守 性 要 小 得 多 。 
表 12.1 ”时 滞 相 关系 统 保守 性 比较 


方法 最 大 允许 时 滞 变量 个 数 
文献 中] 0.5567 18 
文献 [8] 0.8708 28 
文献 [9] 0.9680 24 
文献 [10] 1.0660 25 
定理 3.1 1.0660 16 


另 一 方面 , 考虑 最 大 允许 的 d 和 jy 的 关系 。 通信 系统 中 的 信号 时 滞 和 丢 包 是 
时 变 的 ， 所 以 文献 [6]~[10] 中 的 方法 不 能 用 来 解决 时 洁 和 丢 包 问题 。 而 表 12.2 显 
示 了 最 大 允许 的 d 随 着 jy 的 增加 而 减 小 。 


表 12.2 时 滞 相 关系 统 中 y(t) 的 分 析 


a 0 0.2 0.4 0.6 
最 大 允许 的 时 湾 1.0660 1.0305 0.9975 0.9662 


(Hw 性 能 分 析 ) 考虑 (12.1) 中 描述 的 系统 , 其 系统 参数 描述 如 下 : 


sd 


C=[01 0], D=0.1, L=[-1 0] 
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在 求 滤波 器 参数 之 前 假设 系统 的 采样 时 间 为 e= 100ms， 时 滞 的 上 界 为 7 = 400ms， 
并 设 y=1.8, d=0.5,p= 0.9, 
0 
“ 四 


由 推论 12.1 可 得 


1.0661 ”0.0026 一 2.5293 
| | -| | Cr = [—0.9995 —0.0237] 


_0.0002 16.9946 1 |-0.0555 
1.6429 oo | 2 0 . 0 3.0102 
) 1 11 一 


= 

| 031 37.8780 _0.0251 14.8975 3.0102 25.5397 

-2 00605 . = | 000 _0.0016 

1 140635 25.8627| “~ | -0.0016 17.8047 

0.1610 ” -0.0029 

Ou = ， =[0.6771 34.0682], T=[1.6151 34.0217] 
_0.0029 30.5685 


ff 二 


| ， £= 43.1645 


为 了 设计 滤波 器 , 设 
1.6429 0 
，W=W= 


一 1.0546 0.1915 
Ss=5= E+$7T= 
: 1.6464 34.0217 


0.1915 —1.5641 


由 式 (12.53) 可 知 


一 0.4981 —0.0516 一 1.5379 
| ， | | Cp = [0.7575 0.0932] 
0.0061 “一 0.0086 一 0.0016 


表 12.3 不 同 6 下 的 7 最 小 允许 值 ( 设 = 0.2, p = 0.95) 
6 0 1 2 3 
1.5791 1.5942 


YY 最 小 允许 值 1.5142 
首先 , 讨论 最 小 的 7 与 丢 包 的 关系 , 由 表 12.3 可 得 y 的 最 小 值 随 着 丢 包 数 的 
增加 而 增 大 , 这 说 明 丢 包 会 破坏 系统 的 有 H 性 能 。 


表 12.4 不 同 / 下 的 7 最 小 允许 值 ( 设 p = 0.95, d = 0.5) 
到 0 0.2 0.4 0.6 
7 最 小 允许 值 1.5872 1.5551 1.4023 1.2552 


其 次 , 分 析 7 的 最 小 值 和 j 的 关系 , 从 表 12.4 可 知 7 的 最 小 值 随 着 j 的 增加 
而 减 小 , 这 说 明 当 j 变 大 时 , 系统 的 吾 。 性 能 增强 了 。 


1.5551 
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表 12.5 不 同 p 下 的 7 最 小 允许 值 ( 设 j= 0.2, d = 0.5) 
p 0.95 0.85 0.75 0.65 
Y 最 小 允许 值 1.5551 1.5557 1.5598 1.5643 


最 后 , 讨论 的 最 小 值 和 量化 密度 的 关系 , 表 12.5 显示 x 的 最 小 值 随 着 量化 
密度 的 减 小 而 变 大 , 这 说 明 量化 密度 的 减少 会 降低 系统 的 太 性能。 


12.2 具有 于 包 的 离散 奇异 系统 降 维 万 滤波 器 


12.2.1 问题 描述 
系统 模型 如 图 12.1 所 示 。 


佛 声 


一 网络 一 
图 12.1 滤波 器 模型 
根据 图 12.1 建立 如 下 离散 奇异 系统 : 
Exxrtt = ATk + Awiwk (12.66) 
zk = Lier Lowk (12.67) 
其 中 zk e R" 为 状态 向 量 ; w(k) < Rw 属于 12[0, ce) 的 干扰 输入 向 量 ; zi e RR? 为 
估计 状态 向 量 ; A4，A, 工 和 L,, 是 已 知 实 常 矩阵 , 矩阵 E 可 能 是 奇异 的 , 我 们 假 
设 rankB = 二 r < n。 数 据 丢 包 的 描述 如 下 : 
= Ce t Dor (12.68) 
Yok = (1 — Op)Ye + PaYk—1 


其 中 网 € R? 为 输出 向 量 , yw < R? 为 测量 输出 向 量 , vi e R* 属于 12[0, co) 的 测 
重 噪 声 , C 是 已 知 实 常 矩阵 ; 随机 变量 9 是 取 值 “0” 或 者 “1” 的 贝 努 利 二 项 分 布 ， 
当时 刻 的 数据 发 生 备 失 时 ,01 = 1， 当 上 时 刻 的 数据 没有 丢失 时 ,0% = 0。 我们 
有 如 下 描述 : 
Prob{0;. = 1}=E{0.}=p (12.69) 
Prob{0k = 0}=E{1l1— O04}=1-—np (12.70) 


其 中 pe [0,1] 是 已 知 常数 。 
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标注 12.5 ”从 文献 [11]、|j12] 知 ， 马 尔 可 夫 链 可 以 描述 网 络 控制 的 丢 包 问题 ， 
马尔 可 夫 链 把 传输 的 信息 包 分 成 丢失 的 包 和 接收 到 的 包 两 种 分 表 用 志 表示 天 包 ， 
用 已 表示 接收 到 的 包 。 9 < {上 L, R}。 表示 信息 传输 过 程 中 于 包 和 接收 到 包 的 概率 。 
因此 , 一 个 马尔 可 夫 链 包括 表示 各 种 状态 丢 包 情况 的 变化 过 程 。 在 式 (12.69) 和 式 
(12.70) 中 [9, 用 取 值 为 0 和 1 的 伯 努 利 二 项 分 布 描述 丢 包 问题 。 即 只 考虑 .= 1 
或 4 = 0 的 两 种 丢 包 情况 , 实际 上 这 种 模型 没有 文献 [1 、[121 精确 。 但 是 , 在 描 
述 网 络 丢 包 问 题 时 仍然 广泛 采用 伯 努 利 二 项 分 布 .~15i。 因 为 它 具 有 简单 易 行 的 优 
点 。 文 献 [1 首先 提出 的 式 (12.69) 和 式 (12.70) 这 种 模型 来 描述 传输 迟延 和 广 域 
网 内 有 效 带宽 的 丢 包 问题 0 。 

标注 12.6 ”在 上 时 刻 , 输出 向 量 办 通过 传输 信道 传递 给 观测 器 。 如 果 没 有 丢 
包 发 生 , 测量 输出 向 量 yx 等 于 内; 否则 , yy 等 于 办- 。 琅 包 概 率 用 p 表示 ,yy 
在 (12.69) 中 , 即 取 值 为 y 时 概率 为 1 - p, 取 值 为 yy .1 时 , 概率 为 p。 

我 们 采用 如 下 定义 。 

定义 12.3 03l 当 wk = 0, 如 果 存 在 常量 a > 0 和 re (0, 1)， 且 满足 


E 人 zk 和 arsEflzol2， 对 于 所 有 的 zoE 取 "RE Zt 


则 奇异 系统 (12.66) 是 指数 均 方 稳定 的 。 

定义 12.4 07 

(1) 如 果 det(zB 一 4) 全 不 为 零 ,wk = 0 的 奇异 系统 (12.66) 是 正则 的 ， 即 
(已 , 4) 是 正则 的 。 

(2) 如 果 deg(det (zB — 4))=rank EE, wx = 0 的 奇异 系统 (12.66) 是 因果 的 , 即 
(已 ， 4) 是 因果 的 。 

(3) 如 果 o(B，A) C Piat(0，1)，wx = 0 的 奇异 系统 (12.66) 是 稳定 的 ， 即 
(E，A4) 是 稳定 的 。 

(4) 如 果 (已 ，4) 是 正则 , 因果 ,稳定 的 ，wx = 0 的 奇异 系统 (12.66) 是 正则 ， 
因果 , 稳定 的 。 

定义 12.5 ”如果 奇 异 系统 (12.66) 是 正则 , 因果 , 指数 均 方 稳定 的 , 它 必 是 指 
数 均 方 稳定 的 。 

对 于 迟延 传感器 (12.68), 我 们 取 x_1 = 0, 则 y_1 = 0。 

我 们 考虑 如 下 降 维 滤波 器 ,这 里 元 表示 zx 的 维 数 : 


(12.71) 


人 k+1 = 4F2p tt Bryek 
Zk = CT + Dyck 


12.2 具有 丢 包 的 离散 奇异 系统 降 维 万 滤波 器 , . 235 . 


其 中 Zk € Ra， 姑 GE 权 4， 并 且 交 所 mm。 Ay, By, Cr 和 Dr 实 常 矩 阵 。 结 合式 
(12.66)~(12.68) 和 式 (12.71) 动态 滤波 误差 模型 如 下 : 1 


Ezrt1 = A(OR)ER + Ai(OR) HER 1 + Aw (Ok) mk (12.72) 
Bz 一 CO) 去 十 CO ) 瑟 去 5 1 十 Lw (0k) mh 
其 中 
T _ T 
z= [a | | 10] (12.73) 
. [ED A 0 9 
一 ， A(x) = | ,A1(0k) = 
9 | G6)BIC As 0£BiC 

A 0 (12.74) 
A (04) 一 

0 (1-0)BD -BiD 


Lal)= [Le (IO)DID 0DjD) 

LO)=[L— (1— DC, -Crs], Li(0x) = 0DIC 

本 书 设计 (12.71) 这 种 滤波 器 用 来 解决 万 ,滤波 问题 。 已 知 标量 y 和 非 零 wi， 
在 零 初始 状态 下 是 正则 , 因果 ,并且 指数 均 方 稳定 的 。z 满足 


> Eflal} < yD sl (12.75) 
k=0 k=0 


则 奇异 系统 (12.72) 是 指数 均 方 稳定 的 ， 并 满足 五 性 能 。 
标注 12.7 “我们 假定 离散 奇异 系统 (12.66) 是 正则 ， 因果 和 稳定 的 。 当 六 满 
足 亢 <n 时 系统 (12.71) 是 稳定 的 。 
标注 12.8 ”如 果 丸 = 0,， 降 维 滤波 器 (12.71) 变 成 
zk = Dpyck (12.76) 


降 维 万 滤波 问题 变 成 静态 或 者 零 维 万 、, 滤波 问题 。 
引 理 12.1 ”给 定常 数 y > 0， 如 果 存 在 矩阵 P 和 Q 满足 式 (12.77) 则 式 
(12.72) 是 均 方 指数 允许 的 且 具 有 性 能 


ETPE>0 (12.77) 
已 0 P.4(o) PAi(p) PAw(p) 
* J CD) Co) Ca(p) 
* * ETPE- HQOH 0 0 >0 (12.78) 
* 水 * (0 0 
米 米 * * ~y21 
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其 中 * 表示 对 称 矩 阵 中 的 对 称 项 的 转 置 矩阵 。 
证 明 首先, 根据 系统 (12.72) 中 w = 0 的 情况 ,我 们 建立 一 个 正则 , 因果 
的 离散 系统 。 这 种 情况 下 ,动态 方程 (12.72) 变 成 


五 元 :1 一 -4(0)5K + AO HEk_!1 (12.79) 
设 T 
Xi=|z 27 | (12.80) 
则 系统 (12.79) 写成 下 面 形式 : 


EXxk41 = AX, (12.81) 
其 中 
户 E 00547) x (Rtn) | A 一 | A(Ok) Al (0 )H 
Oarn)x (arn) Tarn)x (htn) Titn)x (Rtn) Orrn) x (iitn) 


(12.82) 
很 容易 看 出 系统 (12.79) 是 正则 , 因果 系统 且 等 价 于 系统 (12.81)。 现在 , 我 们 证 明 
系统 (12.81) 是 正则 ,因果 的 。 根据 式 (12.74) 和 式 (12.82)， 我 们 得 到 


det (zE — 4) 

= zitn. det(zE — A(O:) — zl1Ai(O.)H) 

zE—A 0 
(1— Ot+z 0)BC zIT— A 
=ztn?.|zE— Al.lzT— Ayl 

从 标注 12.6， 可 以 得 到 (E，A4) 是 正则 , 因果 和 稳定 的 并 且 47 是 Hurwitz, 这 意味 
着 存在 一 个 充分 大 的 z, 满足 |zE - 4jz0 和 jx- 4jy| 头 0。 因此, 存在 一 个 标量 
z EC 使 det(zB 一 A) 冯 0, 这 意味 着 (E，A) 是 正则 的 , 因为 , 系统 (12.79) 是 正则 
的 。 从 (12.83), 我们 能 够 得 到 下 式 : 


deg(det(zE — A)) = 2 + n+ rankE 


+ 


(12.83) 


=rankE +ih+n= rankbk 


因此 , 根据 定义 12.4， 如 果 (已 ，4) 是 因果 的 , 则 意味 着 系统 (12.79) 是 因果 的 。 
接 下 来 , 我 们 将 证 明 系 统 (12.79) 是 指数 均 方 稳定 的 。 定 义 Lyapunov 方程 如 
下 : 


Vi = EETPEi, + El 1HIQHE1 (12.84) 


12.2 具有 丢 包 的 离散 奇异 系统 降 维 瓦 - 滤波 器 . 237. 


万 是 {f2, 0 < i 有} 形成 的 最 小 o- 代数 。 通 过 式 (12.79) 和 式 (12.84), 得 到 

E{Ven|Fr} — Ve = ME OM (12.85) 

其 中 下 
nk = | ZL zh_i | 

| AT(p)PA(P) + HTQH BIPE AT(p)PAi(p) 

* AT(p)PAi(p) — 


我 们 由 式 (12.78) 和 Schur 补 引 理 得 到 2 <0, 结合 式 (12.85) 得 到 


E{VitilFr} — Vi 


(12.86) 

= Wn S Mmin (QM < 一 QT 
其 中 

0<a< min{fMmin(—1), o} 
G 一 max{Mmax(BTPE), Amax (@)} 
因此 , 通过 引 理 12.113 推出 系统 (12.79) 是 指数 均 方 稳定 的 .。 
最 后 , 我 们 将 证 明 zi 满足 式 (12.75)。 令 
六 一 上 
Jw = > [E{lzrl} — yonll? | (12.87) 
k=0 
这 里 NN 是 正 整数 。 
对 于 任意 非 零 wx € 12[0, +00) 且 初 始 状态 为 0, 我 们 有 式 (12.88) 成 立 
ND-—1 
Jr = 》 [Eflax|} — lnl? + E{Vit1 — Ve} ] 
k=0Q 
N— 
EW — EVN < 3 E{ELN (p)Er} (12.88) 
k=0 
其 中 
T 
ék = | ZL, Zi, wR | (12.89) 
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CT(p) 
+| Eco co Lalp) | 


CE(p) 
HTQH -ETPE 0 0 
十 0 -@ 0 (12.90) 
0 0 -327 
根据 式 (12.78) 和 Schur 补 引 理 得 到 N(p) < 0。 这 意味 着 对 于 任意 N, Jn < 0, 推 
出 吉 满足 式 (12.75)。 结论 得 证 。 口 


标注 12.9 引 理 12.1 提出 了 得 到 均 方 可 行 解 的 充分 条 件 并 且 得 到 动态 滤波 
误差 系统 (12.72) 的 已 。 人 性 能 。 式 (12.78) 是 一 个 非 线性 矩阵 不 等 式 ， 它 不 能 用 
MATLAB/LMI 工具 箱 求解 滤波 器 参数 。 并 且 当 已 = 工时 , 奇异 系统 (12.66) 变 成 
标准 状态 空间 方程 , 相应 的 不 等 式 (12.78) 给 出 的 均 方 稳定 状态 和 瓦 。 性 能 用 条 件 
忆 >0,Q@ >0 代替 且 匹 用 工人 代替 。 

接 下 来 , 我 们 分 析 标 注 12.7 提出 的 零 维 滤波 问题 。 结 合 零 维 滤 波 器 (12.76) 和 
系统 (12.66), 得 到 相应 动态 滤波 误差 表达 式 如 下 : 


| Errri = Azy + Asw mh 


(12.91) 
Zk = La(Or)Tk + Lzi(Ok)TEL1 + Law (OF) mk 


其 中 
Am=| As 0 0|, Ls(0)=L-( 0)DC 
Fa) =—0D;C, Lem(0x)=| Ls -(1-0)DID -pkDrD | 
类 似 引 理 12.1, 我 们 提出 均 方 稳定 和 零 维 动态 滤波 器 (12.91) 的 五 性 能 有 如 
下 引 理 成 立 。 
引 理 12.2 ”给 定 标量 y > 0, 如 果 存 在 算 阵 已 和 Q 使 式 (12.92) 成 立 , 则 奇 
异 系 统 (12.91) 是 指数 均 方 稳定 的 并 具有 保 五, 性 能 


ETPE>0 (12.92) 
已 0 P4 0 PAsw 
* 了 Lz(p) Lzilp) Lzm(p) 
* * ETPE-0Q 0 0 >0 (12.93) 
六 水 @ 0 
六 不 水 炒 2 


其 中 含 p 的 矩阵 是 把 (12.91) 中 的 外 用 p 替换 的 。 
证 明 ”证 明 结论 很 容易 通过 引 理 12.1 得 到 。 
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12.2.2 ” 降 维 及 滤波 问题 

这 一 部 分 我 们 分 别 通过 引 理 12.1 和 引 理 12.2 得 到 降 维 和 零 维 瓦 -。 滤波 问题 
的 解 。 

为 了 解决 我 们 的 主要 问题 ,我们 先 引入 下 面 的 引 理 。 

引 理 12.3 [18,19] 给 定 对 称 和 矩阵 A ce RX" 和 和 矩 阵 Xe Re 和 乞 阵 E€ REXn 
且 rank <n 和 rank 站 <n。 当 含有 A 的 矩阵 符合 下 列 不 等 式 时 ， 


A+XAY+ (XAY)T >0 (12.94) 
则 等 价 于 式 (12.94) 且 消 除 A 的 充分 必要 条 件 是 式 (12.95) 
XiAXTT >0, (YA(YT™)!T >0 (12.95) 


现在 , 我 们 给 出 解决 降 维 五、 滤波 问题 的 充分 条 件 如 下 。 
定理 12.3 ”如 果 存 在 矩阵 X > 0, Y > 0 和 矩阵 Q > 0 满足 下 式 , 则 奇异 系 
统 (12.72) 存在 刘 维 万 滤波 器 。 


ETXE>0 (12.96) 
ETYE>0 (12.97) 
Y YA 0 YA, 0 0 
4TYT ETYP-Q 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
9 >0 (12.98) 
ATYT 0 0 yxI 0 0 
0 0 0 0 xr 0 
0 0 0 0 0 ~y2I 


X 0| XA |X4 0 0 
0 I| LL IL 0 o 
TT 工 工 
人 (po) 人 二 人 ” AtT(p) >0 (12.99) 
TXT LT| 0 YI 0 0 
0 0 0 0 xyI 0 
0 0 0 0 0 327 
X-Y>0 (12.100) 


rank(X —Y)<n {12.101) 
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其 中 
I 0 0 0 0 0 
0 I 0 0 0 0 
MI(p) = 0 01(1-pCT+|0 0 0 
0 0 0 I 0 0 
0 0 0 0 (1-pDr 0 
0 0 0 0 0 pDT™+ 
这 里 求解 部 维 滤 波 器 所 有 参数 的 问题 转化 成 求解 (12.96)~(12.101) 中 的 (X, Y, QQ) 
Df Cs = [WV HG (S18) 
B: 45 
+W-!IS3T(G,. 1067) 3]G+ +O- OBB (12.102) 
其 中 
3S=W- YT | 1 108107) 61 |v 
N= (VW VT — 1) 
XA 0 |0|X4 0 0 
Xi 4 加 XIA, 0 0 
L 0 |0| IL, 0 0 
ETXE-Q ETX | 0 0 0 0 
人 = XIE X2 |0 0 0 0 
0 0 IQ| 0 0 0 
0 0 0| 7 0 0 
0 0 |0| 0 37 0 
0 0 |0|1 0 0 227 
0 Xi 
0 X, 
-I 0 
0 0 0 .00 (pC 0 pC 0 0-pD pD 
y=|0 0|, 6= 
- 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
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9 是 任意 实 常 矩阵 ， 了 任意 满足 5(7) < 1 的 矩阵 ， 其 中 5(.) 是 矩阵 的 最 大 奇 
蜡 值 ; 上 和 6. 是 任意 满 秩 矩 阵 且 $6 = B15,;， B+ 是 B1 的 共 斩 转 置 矩 阵 。 并 且 
六 1 E 了 nxP，X2 GE 了 2xa， >0 和 Xo>0 满 足 


HH>0, X-Y= XX7'XI>0 


证 明 ”从 式 (12.77) 和 式 (12.78) 得 到 正定 对 称 抢 阵 P。 设 


和 和 _1 [2 2 
P=| 全 ， PE= | 全 (12.103) 
Ai 从 2 Zi Z2 


我 们 从 式 (12.77) 得 到 


ETXE PTXI 
| T | >0 (12.104) 
XTE  X, 
即 有 式 (12.105) 成 立 
ETXE>0, X22>0 (12.105) 
E'(X— XX XI)E >0 (12.106) 
通过 计算 得 到 
Zl1=X— XX Xr (12.107) 


另 一 方面 , 通过 式 (12.74) 和 式 (12.78) 得 到 矩阵 A(p),，Ai(p)，L(p) 和 Li(p) 
表达 式 如 下 : 


Alp) = A+FGH(p), Ail(p) = FGN(p) 
+SGH(p), Li(p) = SGN(p) (12.108) 
十 


Ao(p) = As + FGHs(p), La(p)= Lw + SGH(p) 
其 中 
站 4 0 > Ds Cy 
5-|1 中 -TI 0 c= | 二 | 
.=| o| Lys=[L, 0 0 
0 0 
0 _ 1-pC 0 
p= |. 35-07 ol, a0)=| 0 | 
», [pC To GQ-pD pD 
Np- aa- | 
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用 式 (12.108) 代替 不 等 式 (12.78), 根据 引 理 12.1 我 们 得 到 


Qe PGB +t (VG) >0 (12.109) 
其 中 

Po PA 0 PA, [2 

*+ J L 0 Li 5 

=|* * ETPE-HTQOH 0 0 |, =|0 
2 Q 0 0 (12.110) 

玉米 * 水 ?727 0 

| 


g.=[0 0 H(p) N(p) Hs(p) 


通过 引 理 12.3, 很 容易 得 到 不 等 式 (12.109) 的 充分 必要 条 件 是 G 同时 满足 下 面 两 
个 不 等 式 : 


VHB >0 (12.111) 
GI+N.Gt>0 (12.112) 


通过 计算 , 我 们 定义 


(12.113) 


OO OO ~|ICOCIOIO SO 

OO mm OICIOCOCICOC DO 

mu SO OCISCIO SOS 
[me 


AS 
和 | 
FF 
| 
OO OO OCIOC|IOIO ~ 


© 
© 口 ~m|co 

全 

| 

SS 

Ke 

号 

广 

= 
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和 
Z A 0 0 A, 0 0 
AT ETXE-Q ETX! 0 0 0 0 
0 XIE X 0 0 0 0 
ZIT=| 0 0 0 @ 0 0 0|>0 (2.115) 
AT 0 0 0 7 0 0 
0 0 0 0 0 ?1 0 
0 0 0 0 0 0 327 
X X 0 XA XA, 0 0 
Xi X 0 XIA XIiA, 0 0 
0 0 I L Do 0 0 
0 ATX 4TXI LT ETXE 0 0 0 
P| Arx 4 LT 0 XI 0 0 
0. 0 0 0 0 7 0 
0 0 0 0 0 0 ?27 
下 wa >0 (12.116) 
用 Schur 补 引 理 , 我 们 容易 得 到 与 (12.115) 等 价 的 下 式 
ETXE—-Q— ETXIX; XIE AT 
Q 0 
?27 -| AT | 2-:[A0 Ah,,00>0 
T27 0 
2 0 
(12.117) 
考虑 式 (12.107), 令 
Y=2 1=X- XX XT (12.118) 


在 式 (12.117) 左右 两 边 同 时 乘 以 diag(Y，7,，71) 并 再 次 通过 Schur 补 引 理 , 我 们 得 
到 式 (12.98)。 
再 次 通过 Schur 补 引 理 并 考虑 式 (12.117) 和 式 


| 和 |]P 


XT 
二 其 12.119 
| van 


我 们 得 到 式 (12.99)。 

通过 式 (12.105)~(12.107) 和 式 (12.118) 证 明 不 等 式 (12.96)，(12.97)，(12.100) 
和 (12.101) 成 立 。 除 此 以 外 , 满足 (12.96)~(12.101) 条 件 时 , 我 们 得 到 郊 维 滤波 器 
的 所 有 参数 的 可 行 解 08 3。 结论 得 证 。 
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标注 12.10 ”定理 12.1 提出 了 解决 含 丢 包 的 离散 奇异 系统 的 降 维 万 滤波 问 
题 的 充分 条 件 。 需要 指出 的 是 不 等 式 (12.96)~(12.101) 是 非 凸 的 , 因为 (12.101) 中 
的 变量 X 和 YY 是 非 线性 的 。 幸运 的 是 , 文献 [20] 给 出 了 解决 这 种 非 凸 不 等 式 的 有 
效 数 学 算法 。 把 问题 变 成 了 求 是 模型 问题 的 最 优 解 ， 即 

min 0 
(X, Y. @) 
s.t. (12.96) ~ (12.101)， 6 = 


相应 的 最 优 五 滤波 性 能 y* 满足 y* = (min 6)3。 

标注 12.11 ”由 正 交 和 盾 阵 性 质 可 知 CT1 和 DT+ 可 能 不 是 唯一 解 。 尽管 CT+ 
和 DT+ 的 值 不 同 , 但 对 非 奇异 线性 转换 的 意义 一 致 。 即 产生 相同 的 最 小 五 滤波 
7*。 当 然 如 果 CT+ 和 DIE+ 的 值 超过 求 可 行 解 的 范围 ,那么 (X,Y，Q@) 也 不 存在 
可 行 解 。 

标注 12.12 ”从 定理 12.1 知 矩 阵 Xi,，X2，B，7, 8 和 W 是 不 唯一 的 , 这 意 
味 着 降 维 滤波 参数 {Aj，Bj，Cy,，Dj} 是 不 唯一 的 。 这 导致 动态 滤波 器 (12.71) 不 
能 保证 最 优 的 五 性 能 y*。 幸 运 的 是 , 文献 [17]、[19]、[21]、[22] 已 经 解决 了 这 个 
问题 。 事实 上 ,7 了, 96 和 W 的 选取 要 严格 保证 [I > 0, = 是 实 和 矩阵 , 滤波 器 才 是 稳 
定 的。 才能 得 到 动态 滤波 器 (12.71) 最 优 的 太 , 性 能 yx*。 而 根据 (12.102) 中 矩阵 
Xi，Xa 选取 合适 的 Y，9,，W 使 降 维 滤波 参数 {4A;:，Bj，Cy，Dj} 满足 要 求 的 结 
果 是 不 理想 的 上 7,19.21,221。 

现在 我 们 讨论 零 维 太 ,, 动态 滤波 问题 (12.91)。 

根据 引 理 12. 2 和 下 面 定 理 我 们 能 够 得 到 零 维 万,, 滤波 问题 的 解 。 

定理 12.4 ”如 果 存 在 矩阵 XX > 0, Q@ > 0 和 Dr 满足 下 式 ， 则 存在 式 (12.76) 
这 样 的 零 维 已 滤波 器 。 


ETXE>0 (12.120) 
X 0 XA 0 A 0 0 
* TL—-(1—pDC -pDIC ZLo -(l~p)D1D -~pDID 
* * ETXE—-Q 0 0 0 0 
六 水 @ 0 0 0 >0 (12.121) 
六 水 * 水 ~y21 0 0 
米 米 水 * 水 ~Yy27 0 
六 术 炒 * * A* ~21 


式 (12.76) 中 的 零 维 Dj 参数 可 以 通过 寻找 式 (12.120) 和 式 (12.121) 中 (X, @, Dy) 
的 可 行 解 得 到 。 
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标注 12.13 ” 式 (12.120) 是 式 (12.121) 凸 约束 ， 因 此 零 维 万 滤波 问题 是 找 

凸 集 可 行 解 问题 。 即 
min 0 
(X, Q, Dj) 

s.t. (12.120) ~ (12.121), 6 一 72 
”相应 的 五。 滤波 性 能 y* 和 y* = (min 6)3。 
12.2.3 ”数值 例子 

这 部 分 我 们 通过 实例 证 明 提 出 方法 的 可 行 性 。 

式 (12.66) 和 式 (12.67) 中 的 参数 为 


1 1 0 -1 05 1 -0.1 
EF= -1 1|, A=|-1 -03 1|, A,=| 0 
0 1 05 0 1 0.1 


具有 丢 包 的 (12.68) 中 的 参数 为 


1 1 0 0.1 
0 0 1 0.1 


例子 的 目的 是 设计 式 (12.71) 形式 的 滤波 器 使 滤波 系统 (12.72) 是 指数 均 方 稳 
定 并 且 可 以 得 到 最 优 吾 。 滤波 性 能 y*。 
通过 计算 得 到 
o(E, A) = {0.6203, 0.4116} C Dint(0, 1) 
容易 验证 (EE，A) 可 行 。 现 在 , 我 们 定义 


Ot=|1 -1 0], D+= k ! | 
0 1 0 
如 标注 12.5 通过 文献 [20] 中 的 算法 解决 非 凸 最 小 问题 , 我 们 得 到 不 同 p 值 情 
况 下 的 最 优 ,滤波 性 能 y*， 如 图 12.2 所 示 。 
p 1 0.8 0.5 0.3 0.1 0 


?7” 2.9774 1.1437 0.8008 0.3076 0.0029 0.0005 
图 12.2 ” 降 维 Hw 性 能 
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由 图 1 知 yx* 随 着 p 的 降低 而 降低 。 可 知 ， 丢 包 发 生 的 概率 越 小 玉 滤波 性 能 越 
好 。 当 p = 0.5, y* = 0.8008 时 , 得 到 
15.4489 ”一 11.5673 3.4243 


X= | 一 11.5673 29.1189 ”一 3.1003 

3.4243 一 3.1003 2.1086 
8.1123 —0.7779 3.4243 0.2526 0.5447 0.0049 
Y=1-0.7779 12.3546 —3.1003|，Q@= 10.5447 3.8346 ”一 1.2109 
3.3243 —3.1003 2.1086 0.0049 一 1.2109 0.7789 


当 p= 0.5 时 , 我 们 定义 
CTL -15 -5 0], D+= | ! 2 ,| 
-2 4 2 
发 现 六 仍 是 0.8008， 相 应 解 (X,Y,，Q@) 也 相同 。 然 而， 如 果 我 们 定义 
CITL =105x[l1 -1 0], D+=10x lo ! | 
0 1 0 

则 (X,  @) 的 可 行 解 找 不 到 。 
当 p= 0.5, Y = 0.8008 时 , 得 到 
7.3366 “一 10.7894 0 


X-Y=|-107894 16.7643 0| >0 
0 0 0 
即 
rank(X—Y)=2 
因此 , 我 们 定义 
2.7086 0 ， 
Xi = | -3.9834 0.9472|，X,= | | 
0 0 


很 容易 得 到 6 是 满 秩 和 矩阵， 我 们 定义 81 5. = 6。 并 且 选 取 7 = diag{0.28, 0.28， 
0.28, 0.28, 0.28}, W = diag{0.049，0.049, 0.049,，0.049, 0.049}, 根据 定理 12.1, 得 到 
期 望 的 降 维 滤波 器 


_ 一 0.0476 0057 | ~ | 0.0249 ”一 0.3677 ooo0 | 

Zk+1 一 Tk Yck 
一 0.0421 一 0.1057 一 0.0108 0.0003 0.0001 
0.0209 一 0.0011 一 0.0411 —0.1347 0.0139 


zx 二 |10.0026 一 0.0107 | 人 十 | 0.1353 ”一 0.0087 —0.0205 | ycx 
0.1274 0.0413 0.0646 0.0148 —0.0567 


12.4 习 题 -247 . 
由 上 面 知 滤波 器 是 稳定 的 且 动 态 系 统 满足 电 滤波 性 能 7 = 0.8008。 
标注 12.9 阐述 了 怎样 求解 零 维 最 优 万 滤波 器 的 凸 集 优化 问题 。 图 12.3 是 
不 同 p 值 情况 下 最 优 及 滤波 性 能 y*。 
p 1 0.8 0.5 0.3 0.1 0 


* 


y 3.3379 1.6581 0.9663 0.6118 0.1109 0.0015 
图 12.3 零 维 最 优 厅 滤波 性 能 
当 p = 0.5, Y* = 0.9663 时 , 矩阵 参数 X, 8 和 Dj 是 


0.0187 —0.1495 0.0761 4.5020 4.3494 0.0763 
X=10’x|—0.1495 1.5243 —1.1984 | ，@=106x | 4.3494 8.3575 2.0041 
0.0761 ”一 1.1984 1.3708 0.0763 2.0041 1.0402 


一 4.7997 7.6406 4.7997 
Dj = | —0.0001 1.9203 0.0001 
一 3.1999 6.2312 3.1999 


从 上 面 两 图 表 , 得 到 最 优 玉 ,, 性 能 y* 随 着 滤波 器 维 数 增加 而 增加 。 结论 见 文 
献 [21]。 
12.3 注 记 
本 章 由 文献 [23]、[24] 改写 而 成 。 


12.4 习 题 
1. 考虑 (12.1) 中 描述 的 系统 ,其 系统 参数 描述 如 下 : 
1 0 _04 1.5 _2 
s-|。 ol 4=-| 0 | B=-|7| 
C=[05 02], D=04, L=[-1 0] 


假设 系统 的 采样 时 间 为 e = 200ms， 时 灌 的 上 界 为 + = 500ms, d = 0.5, p = 0.9, 求 
2. 考虑 式 (12.66)~(12.68) 中 描述 的 系统 ,其 系统 参数 描述 如 下 : 


1 0 1 -2 1 2 一 0.5 
E=|1 1 -1i|, A4=|-2 -06 2|, A,=| 0 
2 1 0 1 0 2 0.3 


. 248 . 第 12 章 ”网络 奇 异 系统 的 鲁 棒 控 制 


-3 0 3 一 0.5 1 0 0 0.3 
L=|.3 0 14|，Lo= 1 ， C=|10 1 0|,， D=|0 
0 0 3 0.2 0 1 0 0.3 


验证 其 是 否 可 行 。 如 果 可 行 , 按照 12.2 节 方 法 , 求 出 其 降 维 滤波 器 。 


四 
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